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1 Johdanto

Téassa tutkielmassa esitelldin distribuutioteoria, miten sen avulla voidaan
yleistdd Fourier-muunnos ja miten erdat hajaantuvat integraalit voidaan tul-
kita distribuutioiksi. Teoriaa kiytetddn paljon sovelletussa matematiikassa ja
fysiikassa lineaaristen osittaisdifferentiaaliyhtéléiden yhteydessa.

Distribuutioteoria on tapa yleistdd funktioita ja differentiaaliyhtiloiden
ratkaisuja. Tyypillisin esimerkki on Diracin J-funktio. Sitd voidaan ajatella
funktiona, joka saa arvon nolla kaikkialla paitsi origossa, jossa sen arvo on
aareton. Kuitenkin J-funktion integraalin arvo maaritelldén ykkoseksi. Tama
ei ole kunnollinen méaritelm4, silld melkein kaikkialla nollana olevan funktion
integraali havisa.

On huomattava, ettd fysikaalisissa laskuissa J-funktiota kiytetddn vili-
vaiheissa ja harvoin lopputuloksessa. Lopputuloksissakin se esiintyy vain in-
tegroitavassa. Sen kiyttod perusteltiin sanomalla, ettd koko paattely voitai-
siin tehd& jonolle funktioilla ja lopuksi ottaa raja-arvo. Toinen tapa maa-
ritelld d-funktio olisi tulkita se jatkuvien funktioiden funktionaaliksi, joka
palauttaa funktion arvon origossa.

Schwartz ja Sobolev, [Schwartz 1950] ja [Sobolev 1936], antoivat distri-
buutioille tdsmallisen méaaritelmén ja kehittivit niiden teoriaa. He maaritte-
livat distribuutiot sileiden kompaktikantajaisten “testifunktioiden” jonojat-
kuvina funktionaaleina. Té&lla tavalla distribuutiot saatiin darettomén mon-
ta kertaa derivoituviksi ja lokaalisti méariteltdviksi. Myds suuri osa tavan-
omaisten funktioiden kalkyylista séilyy distribuutioille.

Tamén tekstin luvussa 2 tarkastellaan distribuutioteorian syntyyn vai-
kuttaneita tekijoitd. Luvussa 3 todistetaan testifunktioiden olemassaolo ja
madritellddn distribuutioiden vektoriavaruus. Assosiatiivisen tulon mahdot-
tomuus osoitetaan myos. Lisdksi késitellidn operointia derivaatalla, antide-
rivaatalla ja konvoluutiolla. Namé laajentavat funktioiden vastaavia operaa-
tioita. Luvussa 4 ndytetddn muutama esimerkki distribuutioteorian sovelta-
misesta differentiaaliyhtdldihin. Luvussa 5 méaéritellddn Schwartzin avaruus,
temperoidut distribuutiot ja niille Fourier-muunnos. Kéidnteismuunnoksen
kaava todistetaan myos. Lopuksi luvussa 6 regularisoidaan tietynasteiset ho-
mogeeniset distribuutiot.



2 Distribuutioteorian esihistoriaa

Téssé luvussa kerron hiukan taustaa distribuutioteorian synnylle. Tiedot ovat
lahteesta |Liitzen 1982]. Teorian synnylle on monia syitd, mutta téssd tar-
kastellaan kolmea. Aluksi katsotaan, miten Fuler perusteli, ettd vain kerran
jatkuvasti derivoituva funktio toteuttaisi aaltoyhtdlén. Sitten tarkastellaan
muita tapoja yleistdd differentiaaliyhtéiloiden ratkaisuja ja lopuksi kisitel-
ld&n Diracin -funktiota.

2.1 Aaltoyhtilo, d’Alembert vastaan Euler

Jean le Rond d’Alembert néytti vuonna 1747 [d’Alembert 1747], ettd vérdh-
televin kielen pisteiden korkeudet y noudattavat yhtaloa

y=Fz+1t)+G(x—1), (1)

missd funktiot F ja G voidaan maarittad ongelman alkuehdoista. Heti tdméan
jalkeen Leonhard Euler p#dtyi [Euler 1748| samaan tulokseen suunnilleen
samoilla periaatteilla kuin d’Alembert. Kiista syntyi siitd, millaisia funktioita
F ja G saattoivat olla. D’Alembert sanoi eksplisiittisesti, ettd niiden on oltava
analyyttisid, mutta Euler oletti niiden olevan niin sanotusti F-epdjatkuvia,
kuvaajinaan mitkd tahansa kasin piirretyt kdyrdt. Nykyddn aaltoyhtédloksi
kutsutaan osittaisdifferentiaaliyhtaloa
0? 0?
5= 5o 2)
joten voisi olettaa, ettd ratkaisun olisi oltava ainakin kaksi kertaa derivoituva.
D’Alembert kertoi, ettd Eulerin F-epdjatkuvien funktioiden kiytto oli
kaikkien analyysin sddntdjen vastaista. Lisdksi hdn perusteli viitteitddn sa-
noen, ettd oikean- ja vasemmanpuoleisten derivaattojen on oltava samat. Fu-
ler sen sijaan uskoi, ettd aaltoyhtdlon ratkaisut pakottivat matemaatikot laa-
jentamaan kisityksidan. Hén tarkasteli muotoa (1) olevaa ratkaisua, joka olisi
jatkuvasti derivoituva, mutta jonka toinen derivaatta olisi epdjatkuva. Han
kertoi, etté tétd kiyrda voidaan silottaa infinitesimaalisesti toisen derivaatan
epajatkuvuuskohdassa, jolloin kayrd eroaisi havidvan vahan alkuperaisesta,
mutta olisi kaksinkertaisesti derivoituva. Héan siis ajatteli, ettd mikéli yhtalon
ratkaisut suppenevat jotakin funktiota kohti, niin tdméin funktion on myos
oltava ratkaisu!

2.2 Differentiaaliyhtiloiden yleistettyja ratkaisuja

Erds sihkdstatiikan tdrked yhtalé on niin sanottu Poissonin yhtalo
AV = —Amp, (3)
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missa p esittdd sihkdvaraustiheyttd ja V' sdhkdkenttad. 1800-luvulla pyrittiin
tutkimaan, minkéilainen kenttd saadaan, kun ldhteené on pisteméinen kappa-
le. Liitzenin mukaan [Liitzen 1982, s. 35| Henrik Petrinilld oli ensimméinen
eksplisiittinen maininta differentiaaliyhtalon yleistyksesté [Petrini 1908]. Hén
kertoi, kuinka eri henkil6t yrittivit johtaa kaavaa (3) mahdollisimman ylei-
sille p. Siméon-Denis Poisson johti sen, kun tiheys p oli vakio jonkin pisteen
ympdristossd. Carl Friedrich Gauss johti sen, kun funktiolla p oli ensimmai-
sen kertaluvun derivaatat. Holder péityi samaan yhtaléon, kun oletettiin,
etta

’P - pO‘ < AT“, A?ﬂ' > 07 (4)

missd py on tiheys jossakin pisteessd P, p esittdd tiheyttd saman pisteen
ympéristossa ja r on etdisyys vakiopisteestd P muuttujapisteeseen. Lopulta
Petrini johti [Petrini 1899] yhtélon (3) olettaen vain varaustiheyden p jatku-
vuuden, mutta tulkiten Laplace operaattorin niin:

3
1 ey
AV — lim IV (x + hje;) 9V (z) 7 (5)
h1—0 4 hj 8xj 83@
ho—0 j=1
h3—0

missd lukujen h; suhteet eivit lahesty nollaa eivitkd ddretontd. Téassda AV
voi olla olemassa, vaikka toisen kertaluvun osittaisderivaatat eivit olisikaan
olemassa.

Toinen yleistystapa on perdisin Maxime Bocheriltd [Bocher 1905/06]. Se
perustuu Greenin kaavaan

ou ov
/Q(UAU — vAu)dx = /asz (va—n - uf)_n> ds. (6)

Tavallisesti sanotaan, ettd funktio u on harmoninen, mikali se on kaksi kertaa
derivoituva ja Au = 0. Bocher kuitenkin mééritteli sen seuraavasti:

Méiritelma. u(x,y) sanotaan olevan harmoninen x,y-tason alueessa T', mi-
kili se on yksiarvoinen ja jatkuva sielld, silld on jatkuvat ensimmaéisen ker-
taluvun derivaatat ja jokaisella kokonaan alueen 7' sisilld olevalla ympyralla

patee
ou
—d —
an™ 0 0

missd integroidaan ympyran yli, vektorin n ollessa ulkonormaali ja s kaaren
pituus.



Samassa julkaisussa Bocher todisti, ettd funktio on harmoninen hénen
médritelméinsd mukaan jos ja vain jos se on harmoninen perinteisen méari-
telmin mukaan. Témé& muistuttaa mielesténi paljon kolmannen asteen yhté-
16n ratkaisua casus irreducibiliksessa, jossa otettiin kiyttoon kompleksiluvut,
mutta laskun lopputuloksena tuli silti reaalilukuja.

Kolmas tapa yleistda ratkaisuja perustuu useampiulotteisiin osittaisin-
tegroinnin kaavoihin. Norbert Wiener esitteli [Wiener 1926| yleistyksen, jota
myohemmin kutsuttiin heikoksi ratkaisuksi. Han aloitti tarkastelemalla yh-
ralo 0%u 0u 0u ou ou

Aa +Bax8y+08y2+D8 +an+Fu 0. (8)
Sitten hén otti mielivaltaisen positiivisen, darettoméan monta kertaa derivoi-
tuvan funktion G(z,y), joka menee nollaksi jonkin monikulmion R ulkopuo-
lella. Han viitti, ettd télloin on olemassa funktio GG, jolla

// (Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu)G(z,y) de dy
R

://Ru(x,y)G1(fB,y)dxdy- 9)

Molemmat integraalit menevit nolliksi, mikili u toteuttaa alkuperéisen dif-
ferentiaaliyhtélon (8) melkein kaikkialla. Niimpé hén ajatteli, ettd jos u on
kohtisuorassa kaikkia mahdollisia G; vastaan, niin se on differentiaaliyhtdlon
(8) yleistetty ratkaisu.

2.3 Diracin /-funktio ja perusratkaisut

Fysiikassa puhutaan usein pistemassoista ja -ldhteistd. Niitd kuvaillaan niin
sanotulla J-funktiolla, missé dy(z) = 0, kun = # 0 ja do(0) = oo, kuitenkin
niin, ettd [ do(x)de = 1. Téstd esimerkiksi seuraisi, ettd [ do(z)f(z)dx =
f(0 ) On selvdda, ettd tdllaista funktiota ei ole olemassa klassisessa mielessé.
Richard Courant ja David Hilbert méérittelivit [Courant, Hilbert 1924] sen
rajakdyntind funktioista ¢.(z), kun € — 0, missi

¢c(x) =0, kun |z| > €

/¢€ . (10)

Diracin ¢-funktiolla on hyodyllisid erityisominaisuuksia. Jos merkitsemme
tdhdelld % kahden funktion véilistd konvoluutiota

_ / f(g(x - t)dt, (11)



niin pétee dy * f = f. Konvoluutio kiyttaytyy mukavasti derivaatan suhteen,
silla (f xg)(x) = (f"*g)(z). Naiden kahden havainnon perusteella padstaan
késiksi perusratkaisuun:

Maaritelma. Jos L on lineaarinen differentiaalioperaattori, niin v on ope-
raattorin L perusratkaisu, mikali L(u) = do.

Miksi tdméa on hyodyllinen? Jos L on vakiokertoiminen differentiaaliope-
raattori, ja tarkoituksena on ratkaista yht&lo L(y) = f, niin voimme kiyttaa
operaattorin perusratkaisua w :

L(ux f)= L(u) * f
=g * f (12)
=7

Taméa toki toimi, mutta kukaan ei vield osannut tyhjentivisti selittaa
miksi se ja lukemattomat muut symboliset laskut toimivat. Kirjassa The
Prehistory of the Theory of Distributions |Liitzen 1982| kerrotaan, kuinka
eri tilanteissa kierettiin J-funktiosta puhuminen. Esimerkiksi Green todisti
|Green 1828|, etta

/ A(LW@)CL@ — V), (13)

|z — ']

Courant ja Hilbert kiyttivit raja-arvomaaritelmis ja muitakin tapoja oli.
Vasta distribuutioteoria antoi tyydyttidvin vastauksen.



3 Teoriaa

Tamén osan tarkoituksena on esitelld lyhyesti distribuutiot ja niihin kohdis-
tettuja operaatioita. On oleellisesti ottaen kolme eri tapaa médaritelld distri-
buutiot. Ne voidaan maéritelld funktionaaleina, integraalien raja-arvoina tai
C*-laajennuksena sopivan suppenemiskisitteen avulla. Valitsemme perintei-
sen funktionaalildhestymistavan, minké vuoksi késittelemme aluksi testifunk-
tioita. Sen jilkeen pddsemme madrittelemdén distribuutiot ja tutkimaan nii-
den ominaisuuksia, kuten derivoituvuutta, antiderivaattoja, kantajaa ja kon-
voluutiota.

Erdita tarkeitd asioita, joita ei kasitelld, ovat yksikén C°° ositus ja So-
bolev-avaruudet. Lisdksi kaikki késitelldin vain pinnallisesti. Témén luvun
lauseet ovat tyypillisid distribuutioteorian kurssien lauseita, eikd niill& ole
mitddn yksittiistd lahdettd. Pddajatukset on saatu ldhteistd [Saksman| ja
|[Hérmander IJ.



Huomautus. Tassa tekstissa kiytetddn seuraavia merkintdja muiden yleisesti
hyviksyttyjen lisdksi.

1.

10.

paksunnetut kirjaimet N, R, C tarkoittavat luonnollisten lukujen (nolla
mukaan lukien), reaalilukujen ja kompleksilukujen juokkoja. Kirjaimel-
la X merkitidédn jotakin avaruuden R™ avointa epétyhjad osajoukkoa.

. kirjaimet f, g, h merkitsevit funktioita, ¢, p, testifunktioita, z,y, z

muutujia, £, ¢ taajuuspuolen muuttujia ja alaindeksi kertoo muuttujan
komponentin (esim. x = (21,2, ...,2,)). Kompleksiluvun x reaaliosa
on Rz ja imagindiriosa Jz.

aakkosten alkupédan kirjaimet o, 3,7,...,a,b, c, ... merkitsevit vakioi-
ta, n avaruuden ulottuvuutta, ¢ imagindariyksikkoa ja j, k, [ eri indek-
seja.

. merkintd A := B tarkoittaa, ettd A méaaritelladin kaavalla B.

. jos f(x) on jokin lauseke, niin pisteelld - muuttujan paikalla tarkoite-

taan vastaavaa funktiota. Esim. jos f on funktio, niin f(-) + f(—-) on
funktio x — f(z) + f(—x).

CH(X,Y) on k kertaa jatkuvasti derivoituvien funktioiden X — Y
joukko, missd X C R™ on avoin ja Y C C™. Jos avaruutta Y ei mer-
kitd, niin se pitdd tulkita kompleksiluvuiksi. Jos mydskddn avaruutta
X ei ole merkitty, niin se tulkitaan koko avaruudeksi R", missd n on
vhteydestd selvi. C¥(X,Y) on kuten C*(X,Y), mutta sisiltid vain
kompaktikantajaiset funktiot. Indeksi k voi olla my6s adédreton, jolloin
C*> = N C*.

. Oy, f, %, 0;f tarkoittavat funktion f osittaiderivaattaa muuttujan x;

suhteen. Fourier-muunnoksen yhteydessd kiytetddn differentiaaliope-
raattoria D; = —i0;. Gradientti on vektori Vf = (01 f,...,0,f). Yldin-
deksi 8;“ [ tarkoittaa k-kertaista osittaisderivointia 0;...0;f. Yhden
muuttujan tapauksessa merkitiin f' = of, f = 0*f, ..., f®) = 0*f.

. funktion f: X — R™ kantajalle on merkintéd supp(f).

multi-indekseilli o € N™ on seuraavat merkinnit: 0°f = f® =
oo f,x® =t ol i=ar 4 Fay jaal i=aql-aql.
Jos a; < B; kaikilla j = 1,...,n, niin merkitddn o < 3.

eri normeja merkitsemme seuraavasti: [|¢||a,5 1= sup,egn |2°9%¢(2)| ja

ol = (] o) da)".



3.1 Testifunktiot

Haluamme maéaritelld distribuutiot testifunktioiden funktionaaleina. Taval-
linen funktio f voidaan tulkita funktionaaliksi kaavalla ¢ — [ f(z)¢(z)dx.
Mitd vihemmén ominaisuuksia haluamme vaatia funktiolta f, sitd enemmén
niitd on vaadittava testifunktiolta ¢, jotta integraali suppenisi. Tama seuraa
siitd, ettd suuri osa analyysissé esiintyvistd ominaisuuksista voidaan siirtai
osittaisintegroinnilla tai muuttujanvaihdolla funktioiden f ja ¢ vililla.

Koska haluamme yleistaé kaikki funktiot f derivoituviksi, niin testifunk-
tiot on jarkeva valita ddrettémén monta kertaa derivoituviksi. Toisaalta em-
me halua mitdén rajoitteita “kasvamiselle ddrettomyydessd”. Testifunktiot
siis valitaan kompaktikantajaisiksi.

Maaritelma 3.1.1. Olkoon X C R™ avoin joukko. Funktio ¢ : X — C on
testifunktio, mikali

1) se on ddrettomén monta kertaa jatkuvasti derivoituva
2) se on kompaktikantajainen

Testifunktioiden avaruudelle on kaksi yleistd merkintdd: 2(X) tai C5°(X).
Jos X = R", niin merkitdén vain lyhyesti Z tai C3°.

Huomautus. Funktion f : X — C kantaja on joukko supp(f) = cl{z € X |
f(z) # 0}, missé cl tarkoittaa sulkeumaa.

Minkélaisia testifunktiot kdytédnnossd ovat? Tuntuu vaikealta keksid ek-
splisiittistd lauseketta, jonka kantaja olisi epéityhji ja kompakti. Todistam-
me kuitenkin, ettd epétriviaaleja (eli nollasta poikkeavia) testifunktioita on
olemassa. Todistus on konstruktiivinen. Aluksi todistamme, etté erds apu-
funktio on ddrettomén monta kertaa derivoituva. Sitten todistamme, ettd on
olemassa testifunktio koko avaruudessa R", jonka jilkeen skaalaamme sen
mihin tahansa avoimeen joukkoon X C R".

Lemma 3.1.2. Funktio o0 : R — C on ddrettémdn monta kertaa jatkuvasti

derioituva, kun
0, kunx <0
o) = { e~ V7 muulloin (14)

Todistus. Todistetaan aluksi induktiolla, ettd

Do) = L) i (15)

kun z > 0, missd P on jokin luvusta k riippuva polynomi. Huom. p on
ddrettoman monta kertaa derivoituva joukossa R\ {0}.

10



k =0 : Viite pitad paikkansa, silli P(z) = 1 on polynomi.

k+1: Oletetaan, ettd 0% o(z) = %e‘l/x. Télloin seuraavaksi derivaataksi

saadaan

P'(z) _ 2kP(x) _ P(z) _
k41 o 1/x 1/ 1/x
9, o(x) = 2k © fr— 22+l € / T ok ® / (16)
2?P'(x) = 2kaP(x) + P(x) 4,
- 220kt 1) €

joten induktiovéiite on tosi.

Riitt44 endd todistaa, ettd kaavan (15) funktio ldhestyy nollaa, kun x —
0+, silld talloin kaikilla & funktion (14) toispuoleiset k-kertaiset derivaatat
olisivat yhtd suuria origossa, joten funktio olisi ddrettomin monta kertaa
derivoituva. Olkoon M = sup,c_; 1) |P(7)|. Nyt saadaan arvio

P(ZL‘) efl/x
12k

‘ 6—1/90
lim
z—0+

< M lim

Jm —a (17)

Naytetadn, etta silli on muotoa C'x oleva majorantti, toisin sanoen todiste-
taan funktio

6—1/3:
T 2k (18)
rajoitetuksi joukossa [0, 0c]. Sen derivaatta,
-1/ —1/x —-1/x
ae%/ ¢ / 2k +1De / _ 1= (2k+1)xe*1/f, (19)
22K+ 2k+3 p2k+2 £2k+3

on positiivinen vililld |0, 1/(2k+ 1)[ ja negatiivinen sen jélkeen, joten funktio
(18) on rajoitettu. Nyt padstiddn jatkamaan epiyhtéloketjua numero (17)

el .
= Mxli%gr T < Mxlir& Cz = 0. (20)
[
Lause 3.1.3. On olemassa testifunktio ¢ : R* — C.

Todistus. Olkoon p kuten kaavassa (14). Maaritellaan funktio ¢ : R® — C,

¢(x) = o(1 —|z]*). (21)

Tamin kantaja on suljettu yksikkopallo B(0,1) = {x € R" | |z| < 1}, joka
on kompakti. Y1l todistettiin, ettd o € C'°, joten riittdé osoittaa, ettd x —
1—|x|? on C*®-funktio. Se on kuitenkin selvi, silli 1 —|z|? = 1—23—---—22
on yhdiste komponenttiprojektioita ja polynomeja, jotka ovat kaikki C*>°. [
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Lause 3.1.4. Olkoon X C R" avoin ja epdtyhji. Talléin on olemassa testi-
funktio ¢ : X — C.

Todistus. Koska X on avoin ja epétyhji, 10ytyy xo € X ja € > 0 siten, etté
xo-keskinen e-siteinen pallo B(zg, €) sisiltyy kokonaan joukkoon X. Olkoon
¢ kuten kaavassa (21). Selvisti 1(z) = ¢(*57) on C°. Témin kantaja on
B(zg,€¢/2) C X, silld testifunktion ¢ kantaja on B(0,1). O

Eraita tarkeitd testifunktioita ovat niin sanotut “cutoff” funktiot. Niita
tarvitaan luvuissa 5 ja 6.

Lause 3.1.5. Olkoon ¢ > 0. Taillgin on olemassa testifunktio y : R" — C,
jonka kantaja sisdltyy palloon B(0,2€) ja x(x) =1, jos |x| < e.

Todistus. Kayttden funktiota (14) voimme mééritella

B o(2—1)
= et 1)

Tama on siled, mikédli nimittdja ei mene nollaksi. Tiedetddn, ettd ¢ on aina
vihintddn nolla. o(t — 1) = 0 vain jos ¢t < 1. Mutta télléin 2 —¢ > 1 > 0,
joten o(2 —t) > 0. Siispd 7 on siled. Lisdksi jos t < 1, niin v(¢) = 1 ja jos
t > 2, niin y(t) = 0.

Kuvaus x :  — 7(|z|/€) on siled, koska sisdfunktion ainoa epésileyskohta
on r = 0, mutta v on vakio origon ympaérilld. Edellisen kappaleen viimeisen
havainnon perusteella funktiolla x on oikea kantaja ja x(z) = 1, kun |z| <
€. [l

(22)

Seuraavaksi madrittelemme testifunktiojonon suppenemisen. Koska testi-
funktiot C§°(X) muodostavat vektoriavaruuden, niin riitt44 méaritelld sup-
peneminen kohti nollafunktiota. Kyseisen suppenemisen ajatuksena on, et-
td funktiot eivit lihene reunaa ja kaikkien derivaattojen maksimit menevit
nollaan.

Maééritelmé 3.1.6. Jono testifunktioita (¢;) suppenee kohti nollafunktiota,
¢; — 0, mikili

1) on olemassa kompakti K C X siten, ettd supp(¢;) C K kaikilla j,
2) ja kaikilla multi-indekseilld o on sup,¢y [0%¢;(z)| — 0.

Huomautus 3.1.7. On olemassa epétriviaaleja suppenevia testifunktiojonoja.
Voidaan esimerkiksi valita nollasta poikkeava testifunktio ¢ ja jono a; nollaan
suppenevia reaalilukuja. Télloin a;¢ — 0.

Huomautus 3.1.8. Sanotaan, ettd (¢;) suppenee kohti testifunktiota 1, jos
¢; — b — 0.

12



3.2 Distribuutiot

Testifunktioiden méaéritelmén ja olemassaolotodistuksen jélkeen distribuutiot
on helppo mééritelld jatkuvina lineaarisina kuvauksina. Téssé osassa anne-
taan distribuutioiden méaaritelma ja tutkitaan hiukan minkilaisia ne ovat.

Miaritelmé 3.2.1. Lineaarikuvaus u : C3°(X) — C on distribuutio, mikili
se on jonojatkuva, eli kaikilla testifunktiojonoilla (¢;) péatee ¢; — 0 =
u(¢;) — 0. Alueessa X médriteltyjen distribuutioiden joukkolle on merkint&

7'(X).

Huomautus 3.2.2. Lineaarisuus tarkoittaa sitd, ettd u(a¢ + fv) = au(¢) +
Bu(v) kaikilla kompleksiluvuilla o, 5 € C ja testifunktioilla ¢, € C3°(X).

Huomautus 3.2.3. Yleensd merkitddn (u, ¢), eikd u(¢). Tadméa johtuu siité,
ettd (u, @) — u(¢p) on bilineaarimuoto.

Seuraavaksi tarkastellaan muutamia esimerkkeji. Niista kiy ilmi, etta di-
stribuutiot laajentavat lokaalisti integroituvia funktioita, mutta muunkinlai-
sia distribuutioita on.

Esimerkki 3.2.4 (Diracin o-funktio). Médritelldén kuvaus &y : C§° — C kaa-
valla (6o, ¢) = ¢(0). Tdmé& on selvisti lineaarinen. Olkoon (¢;) jono nollaan
suppenevia distribuutioita. T&ll6in

(00, #5)| = |#;(0)] < sup |¢;(z)| — 0, (23)

xeR?
joten &y on distribuutio.

Miiritelma 3.2.5. Olkoon (X, ) topologinen mitta-avaruus. Sanotaan, et-
td funktio f : X — C on lokaalisti integroituva, mikali

/K F(@)lulz) < oo (24)

kaikilla kompakteilla K C X. Tallaisten funktioiden joukolle on merkintd

L} (X). Jos X jétetdéin merkitsemétti, niin se tulkitaan avaruudeksi R”.

Kun funktioita tulkitaan distribuutioiksi, pyritdén (,) tulkitsemaan funk-
tioiden tulon integraalina. Koska testifunktiot ovat kompaktikantajaisia, niin
on selvid, ettd lokaalisti integroituvat funktiot voidaan tulkita distribuutioik-
si. Kuvaus = — 1/z ei ole lokaalisti integroituva eikd siis distribuutio. Kui-
tenkin integraali [ ¢(x)/xdx on dérellinen, mikéli nolla ei kuulu testifunktion
¢ kantajaan.

13



Esimerkki 3.2.6. Olkoon f € L} (X) ja ¢ € C(X). Talléin tulkitaan

loc

(f,¢) = [ f(@)¢(x)dz. Témi on hyvin midritelty, silld se on rajoitettu:
| [ fodz| < M [, |f|ldz < co, missd M on rajoitetun funktion |¢| maksimi
ja K = supp(¢) on kompakti. Koska integraali on dérellinen, niin se on testi-
funktioiden suhteen lineaarinen. Olkoon (¢;) jono nollaan suppenevia testi-
funktioita. Talloin 16ytyy kompakti K C X, johon supp(¢,) sisdltyy kaikilla
J. Nyt saadaan arvio

()] < /K il < sup 6,0 /K fldr — 0, (25)

kun j — oo. Siispd f voidaan tulkita distribuutioksi.

Kaksi eri funktiota eivit voi vastata samaa distribuutiota eivitka kaksi eri
distribuutiota samaa funktiota. Jalkimmaéinen véite on aika helppo todistaa,
mutta ensimmainen kiyttdi reaalianalyysissd hyvin tunnettua lausetta:

loc

Lause (Lebesguen differentioituvuuslause). Olkoon f € L} _.(X) lokaalisti
integroituva funktio. Tdlloin

1
lim —— — f(2)|dy =0 26
/B(w’r)lf(y) f(z)|dy (26)

r—0+ m(B(x,r))
melkein kaikille v € X.

Todistus. Lahteessi [Rudin] todistetaan lause, kun f € L'(R™). Kyseessi on
lokaali ominaisuus, joten viite seuraa Rudinin todistamasta tapauksesta. [

Lause 3.2.7. Olkoot f,g € L, (X). Tdilloin f = g melkein kaikkialla jos ja

loc
vain jos f = g distribuutioina.

Todistus. “=": Olkoon f = g melkein kaikkialla. Tama tarkoittaa, ettd
7@ = gl dz <o (27)
Olkoon nyt ¢ € C§°(X). Saamme
(= g.0) =| [ (70) = g@)ota)da] < [ |7() = gla)lo(e)] da
<suplo@)] [ [f(a) - g(o)] do =0.
zeX X

Siispa (f, ¢) = (g, ¢) kaikilla ¢ € C§°(X).
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“<” Olkoon (f,¢) = (g,¢) kaikilla ¢ € C§°(X). Olkoon lisdksi ¢ €
Cs°(X) testifunktio, jolla [¢dr = 1 ja supp(¢) C B(0,1) *. Merkitdén
h = f — g. Nyt saamme

ba) =1 [ h@)o((y — 2)/r)dy
= [ (bla) = mw)ol(y ~ 2)/r)dy + " [ o ((w— )/r)dy
= [ (h) = )8l = 0)/r)dy + 7 (1, 0(( — 2)/r))

. /B | (bla) = ) o((y = 2)/r)dy

(29)
josta voimme jatkaa Lebesguen differentioituvuuslauseella
< [ b))l |o( — ) /)|y

T, 30)

n(B0.1) 1 (
<sup |p(x)|——"= h(x) — h(y)|dy — 0,

HUGX’ ( )|m(B(x,r)) B(.Z’,T)’ ( ) ( )|

melkein kaikkialla, kun » — 0. Siispd f = g melkein kaikkialla. O

Distribuution todistaminen hyvin mééritellyksi ei aina ole yhtd helppoa
kuin kahdessa edellisessa esimerkissd. Klassinen esimerkki saadaan niin sa-
notusta Cauchyn pédédarvointegraalista. Siind on ajatuksena ‘“regularisoida”
funktio 1/x. Siis halutaan méaéritelld integraali [ ¢(x)/zdx siten, ettd se sup-
penee aina. Lisdksi vaaditaan, ettd paddytddn samaan tulokseen kuin taval-
linen integraali, kun nolla ei kuulu testifunktion ¢ kantajaan.

FEsimerkks 3.2.8. Maaritelladn funktion 1/x pddarvo, p.v.1/x, kaavalla

(p.vé, ¢) = lim Mdm, (31)

e—0+ |z|>€ x
missd ¢ € C°(R).
Lause 3.2.9. Esimerkin 3.2.8 kaava (p.v.1/z,¢) mdadrittelee distribuution.

Todistus. Aluksi osoitetaan, ettd (p.v.1/x,-) on hyvin mééritelty ja lineaa-
rinen kuvaus C§° — C. Olkoon ¢ € Cg°. Jos ¢(0) = 0, niin = — ¢(z)/x
on jatkuva, silla lim, .o ¢(x)/z on erotusosaméiridn raja-arvo nollassa, eli

!Téllainen saadaan esimerkiksi skaalaamalla funktiota (21)
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lim, o ¢(x)/xz = ¢'(0). Jatkuvana ja kompaktikantajaisena se on integroitu-
va. Oletetaan siis, ettd ¢(0) # 0, jolloin ¢(z)/x ei ole jatkuva.
Tilanne voidaan yrittda pelastaa kirjoittamalla
— (0 0
oa) _ o) = 0l0) , 90 )

T €T T

mutta (¢(z) — ¢(0))/z ei ole integroituva. Jos ¢(0) kerrotaan sopivalla kom-
paktikantajaisella funktiolla, joka saa arvon 1 origossa, niin tilanne pelastuu:

Olkoon ¢ € C5°, ¥(0) = ¢(0) ja ¥ (z) = ¥(—z) %. Nyt saadaan
lim @dx = lim ( de + Md:(:)
|| >e€

e—0+ lz|>e T e—-0+ lz|>e L

33
[ e ), %)
e—~0+ |z|>e T 7
silld ¢(—z)/(—z) = —¢(x)/x ja integroimisalue on origon suhteen symmet-

rinen. Koska ¢ — ¢ € C§° ja ¢(0) —(0) = 0, niin ndhd&&n samoin perustein
kuin todistuksen alussa, etti integraali (33) on rajoitettu. Siispd p.v.1/x on
hyvin médritelty kuvaus C§° — C. Lineaarisuus seuraa integroinnin ja funk-
tiolla kertomisen vastaavasta ominaisuudesta.

Enda pitdd todistaa jatkuvuus. Olkoon (¢;) nollaan suppeneva jono testi-
funktioita. Kdyttamalld alaviitteen funktiota ¢ ndhddén, ettd ¢;(x)—1;(x) =
(¢ (z) — p;j(—x))/2. Jos supp(¢;) C K kaikilla j, niin supp(¢;(-) — ¢;(—-)) C
K U—K =: K’ joka on kompakti. Arvioidaan yhtdlod (33) ylospéin:

1 . ¢i(x) — ¢>
.=, )| = lim - J J ‘
[{pv-—, ¢5)| = | lim mx
“iogl00
CEER ’
(34)
1 .
<_Sup<¢j<x) ¢i(—2) — ¢( )D m(K')
2 zeR —XT
¢j( ) / /
< sup m(K') < sup | (z)|m(K") — 0,
zeR xz z€R
véliarvolauseen ja ¢; — 0 mukaan. Siispi p.v.1/z on distribuutio. O]

3.3 Vektoriavaruus mutta ei tuloa

Lause 3.3.1. 2'(X) on vektoriavaruus, kun summa ja kompleksiluvulla ker-
tominen on mddritelty kaavalla {(au + (v, ) = alu, ¢) + (v, ).

2Téllainen on esimerkiksi z — (¢(z) + ¢(—x))/2.
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Todistus. Seuraa suoraan maaritelmista. OJ

Tuloa ei ole mahdollista mééritelld siten, ettd se laajentaisi funktioiden
tuloa.

Lause 3.3.2. Joukkoon 2'(X) ei ole mahdollista madritelli tuloa % siten,
etti jos f,g € L} (X)), niin distribuutio f x g vastaisi funktiota fg.

loc
Todistus. Todistamme viitteen tapauksessa X = R; sama ajatus toimii,
kun X C R" on mielivaltainen alue. Olkoon f € L}, f(z) = 1//]z].

Nyt distribuution f * f pitéisi olla olemassa ja sen pitaisi vastata funktioita
xz — f(x)f(x) = 1/]z|. Se ei ole lokaalisti integroituva, joten sité ei vastaa
mikddn distribuutio. O

Tulo voidaan mééritelld, jos toinen tekija on C'**°-funktio. Ajatuksena on
siirtdd tulon siled tekija testifunktiolle. Jos f € C*(X) ja ¢ € C§°(X), niin
fo € C°(X). Mikdli h € L., niin (hf,¢) = [(hf)pdx = [h(f¢)dz =
(h, fo). Liséksi f¢; — 0, mikéli ¢; — 0. Siispd seuraava méadritelma on

kunnollinen.

Maiédritelma 3.3.3. Olkoon f € C*(X) ja u € 2'(X). Talloin distribuu-
tioiden f ja u tulo, fu, on distribuutio fu : ¢ — (u, f@).

Huomautus 3.3.4. Téhdn mennessi mikidn ei estd regularisoimasta funktiota
1/|x|, joten lauseen 3.3.2 padttely ei kerro koko totuutta. Kuitenkaan edes
sileéilld funktiolla kertominen ei ole liitdnnéinen operaatio: dg - (z - p.v.1/z) =

do-1=060#0=0-pv.l/z = (4 x) pv.l/x.

3.4 Derivointi

Distribuutioiden yksi tavoite oli korjata kaikki funktiot derivoituviksi. Maé-
rittelemme seuraavaksi distribuutioiden derivaatat siten, ettd ne vastaavat
funktioiden derivointia. Jos f € C''(X), niin

(8jf,¢>24n8jf¢dx:[z.../_:8jf¢dxjda:2...dx1...da:n

:/_Z.../_Z(/_O:quﬁ—/_Zfajgbdxj)de...dxl...dxn (35)

== /. fO;0dx = —(f,0;0),

Fubinin lauseen mukaan. Osittaisintegroinnin sijoitustermi /% f¢ hévida,
koska supp(¢) on kompakti.
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Maééritelmé 3.4.1. Olkoon a € N” multi-indeksi ja v € 2'(X). Télloin
distribuution u a-kertainen distribuutioderivaatta, 0*u, maaritellain kaavalla

(0°u, ) = (=1)l*/(u,0%9).
Lause 3.4.2. Olkoon u € 2'(X) ja o € N". TallGin 0°u € 9'(X).

Todistus. Jos ¢ € C{°(X), niin 0%¢ € C°(X), joten 0%u : C3°(X) — C.
Sitten lineaarisuus: olkoot a,b € C ja ¢,1 € C3°(X). Nyt

(0%u, a¢ + b)) = (=1)1*N(u, ad*¢ + b))
= a(=1)1"Nu, 9%¢) + b(—1)1*N(u, 9*4p) (36)
= a(0%u, @) + b(0%u, ).

Siispd (0“u, -) on lineaarinen. Todistetaan seuraavaksi jatkuvuus.

Olkoon (¢;) nollaan suppeneva jono testifunktioita. Koska supp(0“¢;) C
supp(¢;), niin néiden kantajat siséltyvit yhteen kompaktiin joukkoon, sii-
hen johon funktioiden ¢; kantajat sisiltyvit. Lisiksi sup,cy [0°¢;(z)] — 0
kaikilla 5 € N", joten sup,cy [070%¢;(z)|] — 0 kaikilla v € N". Siisp4
0%¢; — 0. Koska u oli jatkuva, niin [(0%u, ¢;)| = |(u, 0%¢;)| — 0. O

Kaikki distribuutiot ovat siis derivoituvia. Miltd néyttad derivoitumatto-
man funktion distribuutioderivaatta? Tarkastellaan kahta havainnollistavaa
esimerkkia.

Esimerkki 3.4.3. Olkoon H : R — C Heavisiden funktio

H(x) =

{O , kun z < 0 (37)

1 ,kunx >0 °

Lasketaan sen distribuutioderivaatta, eli mééritetain, mitd (H', ¢) on jokai-
sella testifunktiolla ¢. Olkoon ¢ mielivaltainen testifunktio. Nyt

(#.6) = ~t.6) = - [ " H(o)d (2 dr = — / T W) de = 0(0), (39)

joten vanha symbolinen viite H' = 0y on totta! Deltafunktiollakin on distri-
buutioderivaatta:

(09, @) = —(d0, &) = —¢/(0). (39)

Téméa on esimerkki distribuutiosta, jota ei voida esittdd L;,. funktiona eiki
mittana.
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Esimerkki 3.4.4. Lasketaan jatkuvan, mutta yhdessi kohtaa derivoitumat-
toman funktion distribuutioderivaatta. Esimerkiksi itseisarvofunktion | - | :
R — C.

0-hdy = (-1 ¢) = —/m 2]/ («) da

// 1) (z >dx//mw’< z) dz (40)
o o

(2H — 1, ).

Saatiin epédjatkuva derivaatta.

Yleisesti on totta, ettd mikéli paloittain derivoituvalla funktiolla on hyppy
pisteessd xg, niin sen distribuutioderivaatassa esiintyy d,,. Mikdli sen deri-
vaatalla on hyppy, niin distribuutioderivaatassa esiintyy lisdksi H (- — x).

3.5 Antiderivaatta

Seuraavaksi ndemme, ettd jokainen distribuutio on jonkin toisen derivaatta.

Mééritelma 3.5.1. Olkoon o € N, Télloin U € 2'(X) on distribuution u
jokin a-kertainen integraali, mikili 0°U = w.

Lause 3.5.2. Jokaisella avaruuden R™ distribuuiiolla on a-kertainen inte-
graali kaikilla multi-indekseilld o € N™.

Todistus. Riittad todistaa viite tapauksessa |a| = 1, silld yleinen tapaus
saadaan téstd tapauksesta perdkkdisilld integraaleilla. Olkoon siis 0% = 0;
ja olkoon u mielivaltainen distribuutio. Konstruoimme distribuution U, jolla
0;U = u. Méérittelemme, mitd (U, ¢) on kaikilla ¢ € C§°, mutta kuitenkin
IliiIl, etta <8jU, ¢> = <U, _8j¢> = <U,§Z5>

Olkoon ¢ € C§°. Jos ¢ on testifunktion ® osittaisderivaata, ¢ = 9;®, niin
médrittelemme (U, ¢) := (u, —®). Télléin (0,U, ®) = (U, —0;®) = (U, —¢) =
(u, @), eli O;U = u. Kuitenkaan U ei ole vield méériteltyna kaikille testifunk-
tioille.

Edellisestd saadaan idea varsinaiselle distribuution U mééritelmaélle. Ha-
luaisimme méaéaritell&

__<u7/z¢(x1,...,t,...,xn)dt>, (41)
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mutta se ei onnistu, silld integroinnin jilkeen saatu funktio ei vilttadméatta
mene nollaksi ddrettomydessd. Se on kuitenkin ddrettomén siled. Voisimme
korjata tilanteen seuraavasti

/]qﬁ(a:l,...,t,...,mn)dt—/ O(x1, ..ot .. x,)dt, (42)

mutta tdma ei vilttdmattd mene nollaksi negatiivisessa darettomyydessa
muuttujan x; suhteen. Tilanteen pelastaa funktio

Yo(z) = /_zj gb(ml,...,t,...,xn)dt—G(xj)/_oo Oz, ...t .. x,)dt, (43)

missd G : R — C on jokin kiinnitetty C*° funktio, jolla G(t) = 0, kun ¢ < 0
ja G(t) = 1, kun ¢t > 1. Téllainen on olemassa®. Funktio 1, on jokaisen
muuttujan suhteen ddrettémin monta kertaa derivoituva, joten se on silea.
Se on my06s kompaktikantajainen:

Olkoot kaikki muuttujat, paitsi x; kiinnitetty. Etsitddn funktion z; —
Yy(x1,..., 24, ..., 2,) kantajalle muista muuttujista riippumattomat rajat.
Merkitéan funktiolla pr; kohtisuoraa projektiota yksikkovektorin e; maaria-
médn aliavaruuteen. Mikéli z; < min(0, inf pr; supp(¢)), niin

()| = ‘/Zq&(wl,...,t,...,xn)dt) —0, (44)

silla ¢ = 0, jos jokin sen muuttujista on kantajan projektion ulkopuolella.
Jos taas x; > max(1,sup pr; supp(¢)), niin

|¢¢,(:L')\:‘/_Z¢(x1,...,t,...,a:n)dt—/_Zd)(xl,...,t,...,a:n)dt —0,

(45)
silla kaikki kontribuutio jalkimmadiseen integraaliin tulee samasta alueesta,
jonka yli ensimmiéinen integraali on. Siispé pr; supp(t)s) on kompakti.

Olkoot seuraavaksi kaikki muuttujat, paitsi xy kiinnitetty (k # j). Mikéli

), & prisupp(¢), niin

[y (x)| = ‘/% o(x, ... ,t,...,xn)dt—G(xj)/oo Oyt xy)dt] =0,
- - (46)

silli molemmissa integraaleissa ¢ = 0, koska sen muuttuja z; on kantajan
ulkopuolella. Siispa pr;, supp(¢,) C prj,supp(¢) on kompakti. Funktion v,

3Esimerkiksi G(t) = ffoc g(s)ds/ [7°_ g(s)ds, missd g on sopivasti skaalattu ja siirretty
ei-negatiivinen testifunktio.
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kantajan projektio jokaiselle koordinaattiakselille on siis kompakti. Projek-
tioiden karteesinen tulo on my6s kompakti, joten siihen sisdltyvi suljettu

supp(ts) on myos.
Voimme nyt mééritelld (funktion G valinnan jélkeen)

<U7 ¢> = —<U,, ?/)¢> (47)

U on télloin lineaarinen kuvaus C§° — C. Liséksi jos jono ¢; — 0, niin
1y, — 0. Tama seuraa siita, etta

supp(¥g,) C prysupp(¢éy) x ... x [0,1] U pr; supp(¢;) X ... x pr,, supp(¢)
Cpr K x...x[0,1]]Upr;K x ... xpr, K
(48)

on kompakti ja ideksista [ riippumaton, kun K on kompakti joukko, johon
kaikkien ¢; kantajat sisdltyvat. Lisdksi integraalit suppenevat tasaisesti nol-
laan, koska integroitavat ovat kompaktisti kannatettuja ja suppenevat tasai-
sesti nollaan. Koska u on distribuutio, niin (U, ¢;) = —(u, 1y,) — 0. Siispé
U on distribuutio.

Osoitetaan vield, ettd 0;U = u. Olkoon ¢ € C§°, jolloin

(iU, ¢) = —(U,0;0) = (u, Ya,0)- (49)

Enda yksi lasku:
@Dajqﬁ(l’) = / 8j¢(1]1,...,t,...,l‘n>dt—G(l’j)/ 8jqb(x1,...,t,...,xn)dt

_ ng(xl,...,t,...,:cn)—G(xj)/ S(Tr, .oty T)

= o(x),
(50)

joten (0,;U, ¢) = (u, ¢). O

3.6 Kantaja

Katsotaan aluksi, miten kahden L; -funktion yhtdsuuruutta jossakin joukos-
sa voidaan tutkia testifunktioiden avulla. Sitten méérittelemme, mitd tar-
koittaa, ettd kaksi distribuutiota ovat samat jossakin osajoukossa A C X.
Tamaén jilkeen kantaja voidaan mééaritelld pienimpéné suljettuna joukkona,
jonka komplementissa kyseinen distribuutio on nolla.
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Lause 3.6.1. Olkoot f,g € L} (X). Tdilloin f|A = g|A avoimella joukolla

loc

A C X jos ja vain jos (f,¢) = (g, ®) kaikilla testifunktioilla ¢ € C3°(A).

Todistus. Tamé& on selvidd lauseesta 3.2.7 sivulla 14, jossa todistettiin, etté
lokaalisti integroituvien funktioiden ja niiden distribuutioiden vastaavuudet
ovat yksikésitteisié. O]

Huomautus 3.6.2. Tarkasti ottaen (f, @) ei ole méiritelty, kun ¢ € C3°(A),
mutta téssd ja jatkossa jatkamme kaikki suppeamman joukon testifunktiot
nollana suurempaan joukkoon.

Maiésritelmé 3.6.3. Olkoot u,v € 2'(X) ja A C X avoin. Jos (u, ¢) = (v, ¢)
kaikilla ¢ € C§°(A), niin sanomme, ettid u = v joukossa A.

Klassisten funktioiden kantaja mééaritelladn kaavalla

supp(f) = cl {z | f(x) # 0}, (51)

mutta L}, -funktioiden pisteittiisisti arvoista ei voi puhua, silld nollamittai-

sessa joukossa eroavat funktiot edustavat samaa ekvivalenssiluokkaa. Erés
tapa maéritelld lokaalisti integroituvan funktion kantaja on

supp(f) = X \ {z | pisteelli z on ympéristd, jossa f = 0}. (52)

Kaytdmme distribuutioiden kantajan méaritelméssa jalkimmaista ehtoa, silla
olemme maéaéritelleet, mita tarkoittaa nollana oleminen avoimessa joukossa.

Maéédritelmi 3.6.4. Olkoon u € 2'(X). Télloin joukkoa

supp(u) = X \ {z € X | pisteelld z on ympiristd, jossa u = 0} (53)
sanotaan distribuution u kantajaksi.
Huomautus 3.6.5. On totta, ettd v = 0 joukossa X \ supp(u), mutta sen
todistus kiayttaa yksikon ositusta.

Lasketaan yhden distribuution kantaja:

Esimerkki 3.6.6. do-funktion kantaja on {0} :

“C™ Olkoon z € R™\ {0}. Koska R" \ {0} on avoin, 16ytyy pisteelle =
ymparisto A C R"\ {0}. Nyt jos ¢ € C5°(A) on mielivaltainen, niin (g, ¢) =
#(0) = 0, joten 6y = 0 joukossa A. Siis x ¢ supp(do), joten supp(dy) C {0}.

“D” Olkoon A origon mielivaltainen ympéaristo. Télloin on olemassa tes-
tifunktio ¢ € C§°(A), jolla ¢(0) # 0. Nyt (g, ¢) = ¢(0) # 0, joten &y ei ole
nolla origon missdén ympéristossi. Siispa {0} C supp(dp).

Lopuksi vield maarittelemme kompaktikantajaiset distribuutiot.

Miairitelmi 3.6.7. u € 2'(X) on kompaktikantajainen, jos supp(u) on
kompakti alueen X osajoukko.
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3.7 Konvoluutio

Aluksi méérittelemme distribuutioiden ja testifunktioiden vélisen konvoluu-
tion ja todistamme tavanomaiset derivointikaavat O(u * ¢) = (Ju) * ¢ =
u* (0¢). Tamén jalkeen tuntuisi jarkeviltd méiritelld kahden distribuution
vélinen konvoluutio w = u % v siten, ettd w * ¢ = u * (v * ).

Huomautus 3.7.1. Tarkastelemme koko avaruudessa R™ méariteltyjd distri-
buutioita, silli muuten konvoluutio ei valttdméattd ole maéiritelty samassa
joukossa kuin alkuperdinen distribuutio.

Tutkitaan aluksi, miten lokaalisti integroituvan funktion ja testifunktion
vélinen konvoluutio voidaan méaaritelld kiyttden hyviksi vain funktion f di-

stribuutiomuodossa olevaa tietoa. Olkoot siis f € L}, ja ¢ testifunktio. Nyt

feo(x) = / ()l — y)dy (54)

on hyvin mééritelty, sillé |f x ¢ (2)| < sup(®) J,,ppo@ ) |1y < 00, koska f
on integroituva jokaisessa kompaktissa joukossa. Kaava (54) ndyttda melkein

lokaalisti integroituvien funktioiden distribuutioméaéritelmalta, oikeastaan

fro(x)=(f olz—"-)). (55)

T&amé on hyvin madritelty, silld jokaisella z € R™ kuvaus y — ¢(z — y)
on testifunktio. Téassd kohtaa tulisi ongelmia konvoluution méarittelyjoukon
kanssa, mikéli tutkittaisiin mielivaltaisen kiinnitetyn avoimen joukon X C R"
testifunktioita.

Maééritelmé 3.7.2. Olkoon u € Z2'(R") ja ¢ € Ci°(R™). Télloin niiden
vilinen konvoluutio, u * ¢ : R™ — C, madritellddn kaavalla

wx ¢ (r) = (u, o(r —)). (56)

Seuraavaksi todistamme, ettd u x ¢ on ddrettomidn monta kertaa deri-
voituva ja ettd sen kantaja on kompakti, mikéili © on kompaktikantajainen.
Tamé antaa mahdollisuuden mééritelld kahden distribuution vélisen konvo-
luution esimerkiksi kaavalla (u*v) * ¢ = u * (v * ¢), mikili toisen kantaja on
kompakti.

Huomautus 3.7.3. Seuraavan lauseen todistus on ensimméinen, jossa varsi-
naisesti tarvitsemme distribuutioiden jatkuvuusoletusta. Tdhdn mennessa se
on ollut vain rasitteena todistettaessa erilaisten distribuutioiden olemassao-
loa.
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Lause 3.7.4. Olkoot u € 2’ ja ¢ € C§°. Tdlloin kuvaus u* ¢ : R* — C
on darettomdn monta kertaa derivoituva ja 0%(u* ¢) = ux 0%¢ = (0%u) * ¢

kaikilla o € N",

Todistus. Osoitamme aluksi, ettd 0;(u * ¢) = u * (0;¢) = (9;u) * ¢. Olkoot
x € R", h > 0 ja e; jokin koordinaattiakselien suuntainen yksikkovektori.
Saamme

u*¢(x+hej)—u*gz§(x)

0;(ux ¢) (x) =

_ ;:H; <u ¢z + h@? —h-) Gl -)> (57)

mikali jokaisella x € R™ seuraava erotusosaméari suppenee testifunktioiden

avaruudessa:
P(- + hey) — ¢(+) ¢

On = h h—0>0 % (58)

Tama on totta. Ensinnékin ¢, on testifunktio, kun A > 0. Tdma4 seuraa siité,
ettd kiintedlld h se on vain kahden testifunktion translaation lineaarikombi-
naatio. Lisdksi, kun esimerkiksi 1 > h > 0, kaikkien ¢, kantajat sisaltyvit
testifunktion ¢ kantajan johonkin kiinnitettyyn affiiniin kuvaan, joka on kom-
pakti. Endé riittdd todistaa derivaattojen tasainen suppeneminen. Olkoot (3
multi-indeksi ja z € R". Saamme

OPo(x + hej) — 0°p(z)

0% on(x) ~ 9°0;0(x)| = | ; ~ 9 0,0()

- ‘dHa%( FHE) |y, aﬁ+6j¢(x)’

— |(V0%0)a + Hie)) - o+ Hey),_, — 0 0(0)

— |(VOP¢)(z + Hye) - e — 07+ ()| = \aﬁ+ef¢ T+ Hye;) — 07 g(x))|

— \—aﬁ“ﬂd) T+ Mej)Hh}M_MHh | = (07" (2 + Mye;)Hy|

< sup ’8ﬁ+2€ﬂ¢ )|h — 0,
z€R™ h—0

(59)

missid Hy, €]0,h[ ja My, €]0, Hy| tulivat véliarvolauseen kiytosta derivoitu-
viin funktioihin h — 9°¢(x + he;) ja H — 0T % ¢(x + He;). Koska suppe-
neminen on tasaista pisteen x suhteen, niin erotusosaméiiri suppenee testi-
funktioiden avaruudessa funktioon 0;¢. Siispa 0;(u * ¢) = u * (0;¢).
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Koska 0;¢ on testifunktio, niin 0;(u * ¢) = u * (9;¢) on derivoituva.
Induktiolla ndhdéén, ettd u * ¢ on ddrettoman monta kertaa derivoituva ja
ettd 0%(u *x ¢) = u * 0%¢. Toinen yhtild seuraa kaavasta 0%(u * ¢) (x) =
ux 9% (x) = (u, (0°0)(x — -)) = (u, (=1)*0*(d(x —-))) = (0%, d(x — -)) =
(0%u) * ¢ (x). O

Lause 3.7.5. Olkoot uw € 9" ja ¢ € C§°. Tdlldin

supp(u * ¢) C supp(u) + supp(¢). (60)

Jos u on kompaktikantajainen, niin u x ¢ on kompaktikantajainen.

Todistus. Olkoon A C R™ distribuution u kantaja ja B C R" testifunktion ¢
kantaja. Olkoon z € R" sellainen, ettd (x — B)N A =( eli z ¢ A+ B. Nyt
ux¢(r) = (u,p(x —-)) =0, silld supp(p(x —-)) C x — B C R™\ A. Siispa
supp(u x ¢) C A+ B.

Riittd4 enda todistaa, ettd kahden kompaktin joukon summa on kompakti
joukko. Koska on kyseessd metrinen avaruus, riittdd osoittaa, ettd joukon
A + B jokaisella jonolla on suppeneva osajono. Olkoon (z;) C A+ B jono.
Té&ll6in on olemassa jonot (a;) C A ja (b) C B, joille z; = a; + b,. Koska
A on kompakti, niin on olemassa suppeneva osajono q;, — a € A. Koska
B on kompakti, jonolla (b;,) on suppeneva osajono b;, — b € B. Saimme
jonolle (x;) suppenevan osajonon x;, — a+b& A+ B. Siispd A+ B on
kompakti. O

Lause 3.7.6. Olkoot u € 2’ ja ¢,v € C. Tilldin (u d) * 1 = u* (¢ % 1)).
Todistus. Olkoon x € R™. Talloin
wk (6 ) (2) = (1,6 % 0 (2 — )
<“ /¢ - — T)dT) (61)
= (u, [ oo~ = TY0ATIAT).

Koska ¢ ja ¢ ovat kompaktikantajaisia, niin integraali on kompaktikantajai-
nen. Approksimoidaan integraalia Riemannin summalla. Jos f on jatkuva ja
sen kantaja sisiltyy kuutioon [—M, M|", niin véliarvolauseen integraalimuo-
toilun perusteella

DA /f i < M) s |f@) - f@) (62)

kezn lz—y|<v/nh
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Funktio (y,7T") — ¢(x —y—T)y(T') on tasaisesti jatkuva molempien muuttu-
jien suhteen ja kompaktikantajainen. Laittamalla f(T) = ¢(x —y — T)(T)
edelliseen estimaattiin ja ottamalla supremum y suhteen nidhd&in, etti

lim sup
h—0 yeRn

[ ota—y=Dy(nr = 3 ot~y — biywk| = 0. (63)

kezn

Derivaatatkin suppenevat tasaisesti, silld 0(¢ * 1)) = (0¢) * ¢ ja summan ta-
saisen suppenemisen johdosta se voidaan derivoida termeittiin. Ndiden huo-
mioiden jilkeen paddymme kaavaan (63), jossa ¢ on korvattu funktiolla 0¢.
Siispé derivaatatkin suppenevat tasaisesti, joten suppeneminen tapahtuu tes-
tifunktioiden avaruudessa.

Distribuutioiden jonojatkuvuuden perusteella voimme jatkaa yhtaloket-
jua (61) seuraavalla tavalla

= (u,lim > ¢(x — -, — hk)(hk)h")

W0 rean
= }lgné%j Y(hk)(u, $(x — - — hk))h"
czn
~ lim > w(hk) ux ¢ (x — hk)h" (64)
keZn
:/@b(T)u*gb(x—T)dT: /w(:p—T)u*gb(T)dT
= (ux @) * 1 (z),
silla kuvaus T +— (T)u * ¢ (x — T') on tasaisesti jatkuva ja kompaktisti
kannatettu. L

Tarvitsemme vield konvoluutiolle jatkuvuuslauseen, jotta voitaisiin myo-
hemmin osoittaa u * v distribuutioksi, kun v on kompaktikantajainen.

Lause 3.7.7. Olkoon (¢;) C C§° jono nollaan suppenevia testifunktioita ja
u € 9" kompaktikantajainen. Tdlloin u x ¢ — 0 testifunktioiden avaruu-
dessa.

Todistus. Lauseiden 3.7.4 ja 3.7.5 perusteella (u * ¢;) on jono kompaktikan-
tajaisia sileitd funktioita, siis testifunktioita. Tarkistetaan, ettd se suppenee
nollaan.

Koska ¢; — 0, niin on olemassa kompakti K C R", johon kaikkien
¢ kantajat sisdltyvit. Jalkimmaéisen lauseen perusteella siis supp(u * ¢;) C
supp(u) + K, joka on kompakti.
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Olkoon a € N™ multi-indeksi. Talloin

sup |0%(ux @) (x)| = sup |u* (0%¢1) (2)]

reR™ reR™

= sup Jux (9%¢) (2)] (65)

zesupp(u)+K

= ux (9%) (x)] = [{u, 0%du(x1 =),

missi x; € supp(u) + K antaa maksimin kompaktisti kannatetulle ja jat-
kuvalle funktiolle |u *x 0%¢,|. Jotta saadaan (65) suppenemaan nollaan, kun
[ — 0, riittda osoittaa, ettd testifunktioiden avaruudessa 0“¢;(z; —-) — 0.

Koska supp(¢;) C K ja x; € supp(u) + K, niin supp(0“¢;(x; — ) C
supp(u) + K — K kaikilla [. TA4m& on edelleen kompakti joukko, eikd se
riipu indeksistd [. Enda pitdé todistaa derivaattojen tasainen suppeneminen.
Olkoon [ multi-indeksi. Nyt

sup [0°0%¢y(z; — y)| = sup [0°9%¢i(y)] — 0, (66)
yeR? yeR”
silld 0“¢; — 0 oletuksen ¢; — 0 mukaan. m

Nyt on mahdollista maaritelld, mita v on, mikili v on kompaktikanta-
jainen. Voimme sanoa, ettd u * v on sellainen distribuutio, etta kaikilla testi-
funktioilla pétee (u*v)* ¢ = u* (v*¢). Kaavan oikea puoli on korrekti, silla
v % ¢ on ddrettoman monta kertaa derivoituva ja kompaktikantajainen, eli
se on testifunktio. Tdmé& ei onnistu vield, mikéli v on kompaktikantajainen,
mutta v ei ole.

Tilanteen voisi korjata, mikali distribuution u tulkitsisi funktionaaliksi
C*>* — C. Emme tee sité tissa, silla pitdisi todistaa yksikésitteisyyslauseita ja
maéaritelld sileiden funktioiden suppeneminen. Naiden tulosten jilkeen pétisi
u*v = v *u, mikili u tai v olisi kompaktikantajainen. Voisimme sen sijaan
maéadritelld distribuution u * v suoraan kaavalla u * v := v % u, kun u on
kompaktikantajainen.

Lause 3.7.8. Olkoot u,v € ' ja v kompaktikantajainen. Téalldin on olemas-
sa yksikasitteinen distribuutio W, jolle W x ¢ = ux (v * ¢) kaikilla testifunk-
troilla ¢ € C§°.

Todistus. Todistetaan aluksi yksikésitteisyys. Olkoot W ja W’ lauseen to-
teuttavia distribuutioita. Siis kaikilla ¢ € C§° pétee

W =ux(v*o)
W'sx¢p=ux*(vx o),
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joten

O0=W —-W)x¢=W-W, o--), (67)
kaikilla =z € R™. Siispd (W — W' ¢) = 0 kaikilla testifunktioilla ¢, joten
w=Ww"

Testifunktioiden ja distribuutioiden vilinen konvoluutio méaériteltiin muo-
toa (u,¢) olevan lausekkeen avulla. Voi myos tehdd toisinpéin, eli voim-
me madritelld, mitd (W, ¢) on konvoluution avulla. On selvisti totta, ettd
(u, ) = u* (¢p(—-)) (0) distribuutioilla u ja testifunktioilla ¢.

Olkoon siis (W, ¢) = Wx(¢(—)) (0) := ux(vx(¢(—-))) (0). Tdmé on hyvin
médritelty (lauseet 3.7.4 ja 3.7.5) ja lineaarinen testifunktioiden ¢ suhteen.
Riittd4 siis todistaa, ettd W on jonojatkuva ja ettd W x ¢ = u * (v * ¢).

Aluksi konvoluutiovéite. Olkoon ¢ € C§° mielivaltainen ja x € R". Nyt

W (x) = (W, ¢(x — ) = ux (v*(¢(z +))) (0)

Sievennetddn sisempi lauseke. Olkoon y € R”™ ja sijoitetaan se uloimman
pisteen paikalle

v (O +0)) (~y) = (v dlr —y — ) =v* (v —y). (69)
Voimme nyt jatkaa laskua (68)

W6 (2) = (v % (2 — ) = ux(vx) (2) (70)

joten W ¢ = u x (v * ¢), kuten haluttiin.

Seuraavaksi jatkuvuus. Olkoon (¢;) C C§° jono nollaan suppenevia tes-
tifunktioita. T&ll6in ¢;(—) — 0. Lauseen 3.7.7 mukaan v * (¢;(—-)) — 0,
josta seuraa distribuution w jonojatkuvuuden nojalla (W, ¢;) = wu * (v *
(¢u(—-))) (0) = {u, v * (¢r(—+»)) (=) — 0. Siis W on jonojatkuva. O

(68)

Maaritelmi 3.7.9. Olkoot u,v € 2’ ja v kompaktikantajainen. Niiden
konvoluutio, uxv, on se yksikésitteinen distribuutio, jolla (uxv)x¢p = ux(vke)
kaikilla testifunktioilla ¢ € C§°.

Olemme nyt maéritelleet kahden distribuution vélisen konvoluution. Ei
vield ole varmaa, antaako se saman tuloksen, kuin funktioiden vélinen kon-
voluutio. Esimerkiksi u % ¢ voidaan tulkita distribuution ja testifunktion va-
liseksi konvoluutioksi tai kahden distribuution viliseksi. Kummastakin saa-
daan sama tulos:

Lause 3.7.10. Olkoon u € 2" distribuutio ja ¢ € C3° testifunktio. Talldin ux
¢ distribuutioiden konvoluutiona antaa saman tuloksen, kuin distribuutioksi
tulkittu distribuution ja testifunktion vilinen konvoluutio u * ¢.
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Todistus. Merkitsemme selkeyden vuoksi kahden distribuution valista konvo-
luutiota merkilla *p. Haluamme siis todistaa, etta distribuutioiksi tulkittuna
on

Uxp ¢ =ux*o. (71)
Maaritelmédn mukaan u xp ¢ on se yksikésitteinen distribuutio, jolle kaikilla
testifunktioilla ¢ patee (uxp @) x1) = ux(p=1)). Téssa x on kaikissa kohdissa
distribuution ja testifunktion vilinen konvoluutio. Lauseen 3.7.6 perusteella

myos (u* @) x 1) = ux* (¢ x1)). Joten uxp ¢ = u * ¢. O

My®6s distribuutioiden konvoluutiolle patee tavanomaiset derivointikaa-
vaat.

Lause 3.7.11. Olkoot u,v € 9', v kompaktikantajainen ja o € N™ multi-
indeksi. Talloin 0%(u xv) = 0%u x v = u * 0%v.

Todistus. Tami seuraa distribuution ja testifunktion konvoluution vastaa-
vasta ominaisuudesta (lause 3.7.4). Lisdksi pitda kiyttad konvoluution w * v
méadritelméa ja tietoa, ettd jos U x ¢ = V x ¢ kaikilla testifunktioilla, niin
U = V. Olkoon ¢ € C§°, jolloin

O (u*xv)xp=(u*xv)*x0 =ux(v*xdP)

=u* (0% * @) = (u* 0%) * ¢, (72)
ja
O%(uxv) x ¢ = (uxv)* 9% = ux* (vx0"0)
=u*x0%v*¢) =0 (v* o) (73)
= (0%u *v) * ¢,
silld v % ¢ on testifunktio. m

Lasketaan seuraavaksi hyodyllinen konvoluutio. Tdma& tulos ei pidde mil-
lekddn klassiselle funktiolle, vaan on Diracin deltafunktion tyypillinen omi-
naisuus.

Lause 3.7.12. Olkoon u distribuutio. Tdlloin u*dy = u ja lisdksi 6o * u = u,
mikali v on kompaktikantajainen.

Todistus. Olkoon ¢ € Cg°. Talloin

(uxd0g) * @ :=ux (0 * ). (74)
Pitee dp x ¢ (z) = (0o, ¢(z — -)) = ¢(z — 0) = ¢(z), joten
(uxdp) * ¢ =uxg, (75)
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eli u* 0y = u.
Toinen viite seuraa samantapaisella paattelylla:

(0g % u) * @ () = 0g x (ux @) (x) = (b, uxp(x— ")) =ux*¢(x), (76)
joten &g * u = u. O

Huomautus 3.7.13. Téassa ei oikeasti tarvitsisi olettaa, ettd uw on kompak-
tikantajainen, silld 6y on. Emme kuitenkaan ole mééritelleet konvoluutiota,
kun jalkimmaéisen tekijin kantaja ei ole kompakti.
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4 Sovelluksia

Nyt on kisitelty distribuutioiden perusteet. Kaiken tidmén teorian jélkeen on
hyva “palata maan pinnalle” ja tarkistaa, miksi sitd lahdettiin kehittdméaan.
Padasiallinen syy oli se, etté usein fysikaalisissa differentiaaliyhtiloissa halut-
tiin tulkita differentioitumaton funktio ratkaisuksi. Muita syitad olivat halu
kiyttad tehokasta kalkyylid ja saada lisdtietoa tavallisista ratkaisuista. Esi-
merkiksi jos todistetaan, ettd differentiaaliyhtilolla on yksikésitteinen distri-

buutioratkaisu, niin silld voi olla enintédéin yksi L] -ratkaisu.

4.1 Aaltoyhtalon distribuutioratkaisut

Todistetaan, ettd mikili f ja g ovat jatkuvia, niin jatkuva, mutta ei viltté-
méttd derivoituva funktio u(z,t) = f(z+1t) 4+ g(x —t) toteuttaa aaltoyhtilon

’u  0*u

FERR T (77)

distribuutiomielessd. Taméa palautuu sen todistamiseen, ettd yhtalo toteutuu
heikosti.

Olkoon siis u(x,t) = f(x +t) + g(x — t). Todistetaan, ettd (9%u,d) =
(02u, ¢) kaikilla testifunktioilla ¢. Olkoon ¢ € C§°(R?), jolloin

(Ofu — Ozu, ¢) = (u, 06 — 0;9)

2 (78)
// (z,0) (07 p(z,t) — D2p(x, 1)) dadt
Tehdddn muuttujanvaihto & = x + t,7 = = — t ja merkitddn ®(¢,n) =
o((€+n)/2, (£ —n)/2) tai toisinpdin ¢(z,t) = ®(x + ¢,z — t). Toisen as-
teen osittaisderivaatoille saadaan kaavat

8% 26 92d 9%

= —9 —
Sa) (852 se0 an2>(sc—|—t,a: ), (79)
5% 26 020 02D
@(as,t)—<a§2+28§an+an2>(x+t,x—t). (80)
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Voimme siis jatkaa yhtaloketjua (78)

= _4//u(a:,t)§;—§(x+t,x—t) dxdt

f+775 U Ocx Oy
::_4/" ) >5¢an@ )'§t 8t
f*—n £—n
_2/ , 2>8w(£)%%
0*®
=2 [[ 1€ g temdein+2 [[ ot € dea

0*P
_2/f aagsmM%+2/am/gw¢,>%m

_Q/f / gm&+2/()/i%%§m@=

silld funktion ® kantaja on kompakti, minkd vuoksi sijoitustermit ovat nollia.

d&dn

(81)

4.2 Differentiaaliyhtilon perusratkaisu

Erés differentiaaliyhtéloissa hyodyllinen tyokalu on niin sanottu perusratkai-
su. Sen avulla voidaan ratkaista muotoa L(u) = f oleva yhtdlo, missd f on
annettu funktio tai distribuutio ja L on lineaarinen vakiokertoiminen diffe-
rentiaalioperaattori.

Maaritelmi 4.2.1. Olkoon L lineaarinen differentiaalioperaattori. Jos £ on
sellainen distribuutio, ettd L(E) = do, niin E on operaattorin L perusratkaisu.

Téamaéan hyoty kiy ilmi, kun perusratkaisu konvoloidaan toisen distribuu-
tion kanssa. Néin saadaan ratkaistuksi epdhomogeeninen differentiaaliyhtilo.

Lause 4.2.2. Olkoon L lineaarinen vakiokertoiminen differentiaalioperaat-
tori, L(u) = Z|a‘<k 0. Jos E on sen perusratkaisu ja f € 9" kompakti-
kantajainen, niin L(E x f) = f.

Todistus. Kirjoitetaan auki todistettavan yhtdlén vasen puoli. Se on hyvin
maéaritelty, silld f on kompaktikantajainen.

LExf)=> cd*(Exf)=> cadExf

o<k la|<k
:<§:CJWE)*f:Luﬁ*f (82)
lo| <k
= 50 * f = f7
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sillé derivaatan voi siirtda konvoloitavaan lauseen 3.7.11 perusteella ja dpx f =
f lauseen 3.7.12 perusteella. O]

Esimerkki 4.2.3. Operaattorin L(u) = u” — u perusratkaisu on E = —e~I1/2
= —1(He™ + (1 - H)e'), kun avaruutena on R :
L(E)=e /2 —1/20*(He™ + (1 — H)e)

=c¢11/2 -1/20(6pe™ — He™ — dpe’ + (1 — H)e)

=e /2 -1/20(— He™ + (1 - H)e) (83)

=e ll/2—1/2( =™ +He™ —boe + (1 — H)e)

=e /2 —1/2(e7 1 = 260) = 6,
silld dog(-) = 0g(0) jos g on siled funktio. Mikili f € CJ on esimerkiksi

kompaktikantajainen jatkuva funktio, niin yhtélolle v’ — v = f saadaan

heikko ratkaisu 1

ulw) = =5 [ )y (4)

4.3 Distribuutioista funktioihin

Vaikka distribuutiot muodostavat hienon oman teorian, voi niitd kiyttaméalla
saada myos klassisia tuloksia. Tyypillisid esimerkkeja téllaisista ovat muotoa
“mikéli u toteuttaa differentiaaliyhtélon P(u) = 0, niin u € C%(X)” olevat
lauseet. Seuraavat kaksi lausetta ovat olleellisesti ottaen perdisin ldhteesté
|[H6rmander IJ.

Lause 4.3.1. Olkoon u € 2'(R). Tdlloin jos v’ = 0, niin u on vakio.

Todistus. Tassé todistuksessa on sama ajatus, kuin a-kertaisten integraalien
olemassaolon todistuksessa. Tieddmme, etté (u, ¢') = 0 kaikilla testifunktioil-
la ¢, mutta kaikkia testifunktioita ei voi esittdd toisen derivaattana. Olkoon
nyt g € Cg°, [ g(x)dx = 1. Tallsin jos ¢ on testifunktio, niin

¢u»:w%w+g@y[m¢@m% (85)

" Y(z) = /_ ; o(y)dy — /_ ; 9(y)dy /_ Z P(y)dy (86)

on myos testifunktio. Tamén jilkeen voimme laskea, ettd

(.6 = (w, ' + g / B(y)dy) = (u, ') + / (. g b(y)dy

= (87
= ((u, g), ),

33



joten u = (u, g) eli u on vakio. O
Seuraus 4.3.2. Josu € 2, a € C®, f € C* jau' +au = f, niin u € C*+1L,

Todistus. Olkoon p = exp(A), missi A(z) = [*_a(t)dt. Koska p on siled,
silld voidaan kertoa. Saamme yhtilon puf = pu'+pau = (pu)’, missi uf € C*
edelleen. Siispd on olemassa F' € C**! jolla F' = puf. Nyt

(F =) = F' — (pu)' = pf — (pu’ + pau) =0, (88)

joten edellisen lauseen nojalla u = (C' + F)exp(—A) jollakin vakiolla C.
Siispa u € Ck 1, O

Téllaisia tuloksia on paljon. Niiden todistaminen muuttuu paljon vai-
keammaksi, kun avaruus on useampiulotteinen eiké valttdméatta ole koko R™.
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5 Fourier-muunnos distribuutioille

Yksi distribuutioteorian vahvuuksista on se, ettd sen avulla Fourier-muun-
nos voidaan laajentaa erittdin suurelle luokalle funktioita ja distribuutioita.
Téassé madritelldadn aluksi nopeasti vihenevien testifunktioiden avaruus, jota
myos kutsutaan Schwartzin avaruudeksi. Tamé avaruus on invariantti Fou-
rier-muunnoksen suhteen.

Seuraavaksi voimme maééritelld temperoidut distribuutiot Schwartzin ava-
ruuden jonojatkuvina funktionaaleina. Todistamme my0s, ettd ne voidaan
tulkita distribuutioiksi. Sen takia niitd kutsutaan temperoiduiksi distribuu-
tioiksi. Tamén jialkeen voimme méaritelld niiden Fourier-muunnoksen kaa-

valla (4, ¢) = (u, ).

5.1 Schwartzin avaruus

Fourier-muunnos f — f maéritellidn yleensé kaavalla

f(6) = / f(z)e = Sdz, (59)

missd x,& € R™. Suuri ongelma on se, ettd integraali ei suppene kaikilla
funktioilla joihin Fourier-muunnosta haluttaisiin soveltaa. Kaavan integraali
suppenee ainakin, kun f € L!(R"). Se voidaan laajentaa Hilbert-avaruuksien
tekniikoin L?(R")-funktioille. Téssé ollaan vield kaukana méirittelemésti si-
téd distribuutioille tai edes funktioille, jotka eivét ldhesty nollaa ddrettomyy-
dessa.

Huomautus 5.1.1. Fourier-muunnoksen yhteydessi kiytdmme koko avaruut-
ta, X = R".

Jos f € L' ja ¢ € C&°, niin
(F.8) = / F(&)o(e)de = / / F(x)e (€ dude

(90)
— [[ 1@ =soeidan = [ f@itrin = (5.9
Fubinin lauseen nojalla, silld integraali suppenee itseisesti. Tdmé antaisi ai-
heen méiritelld muunnos aluksi pelkistadn testifunktioille, jonka jalkeen di-
stribuution muunnos mégriteltiisiin kaavalla (90). Tamé ei toimi, silld ¢ ei
ole valttaméatta kompaktikantajainen.
On kuitenkin olemassa avaruus, jossa Fourier-muunnos on mééritelty, joka
sisdltdd testifunktiot ja on invariantti muunnoksen suhteen. Sitd kutsutaan
Schwartzin avaruudeksi.
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Maaritelma 5.1.2. Schwartzin avaruus, . C C, sisiltda ne funktiot ¢,
jotka toteuttavat ehdon

[@lla,s == sup |2%0%¢ ()| < oo, (91)
TER™

kaikilla multi-indekseilld o, € N™. Sanotaan, etti jono (¢;) C .7 suppenee
kohti ¢ € ., mikéli
tim (16— dulos — 0 (92)

kaikilla o, 5 € N™.

Huomautus 5.1.3. Schwartzin avaruuden funktioita kutsutaan myo6s nopeasti
viheneviksi testifunktioiksi.

Lause 5.1.4. . on vektoriavaruus ja se on suljettu polynomilla kertomisen
ja derivoinnin suhteen. Lisdksi jos ¢ € % ja o, f € N", niin

2°0°p(x) — 0, kun |z| — oo. (93)

Todistus. Olkoot ¢,¢ € ., a,b € C ja o, € N*. Tallin ||ap + bb||ap <
al||@]lag + [0]||P]|a,p < 00, joten ap + by € .. Siispd . on vektoriavaruus.
Olkoot ¢ € .7 ja a, 3,7 € N” multi-indekseja. Nyt

107 ¢llop = sup 2907 ()] = (|07 Pllap4 < 00, (94)
reR™

joten 979 € ..

Olkoot ¢ € ., P : R" — C polynomi ja «, f € N” multi-indeksejd. Nyt
| PP|la,s = sup |220°(P(x)p(z))|, missid 9°(P(z)¢(x)) on direllinen summa,
jonka termit ovat muotoa ayx?* 0" ¢(x), missi oy ja yx ovat termin indeksisti
k riippuvia multi-indeksejd. Naiden kaikkien supremum on &érellinen, silld
edellisen kappaleen nojalla 0" ¢ € .. Siispa P¢ € ..

Olkoot ¢ € ¥ ja a, 8 € N™. Olkoon € > 0. Oletetaan, etté olisi olemassa
jono (z;) C R™, |z| > 1, jolla |zf0°¢(x;)| > e. Téstd seuraisi

n

n n
Z [@lla-+2e;,8 > Z ‘xlaaﬁ¢($l)xlj2| > EZ ’l’zﬂ = ela* > el® — oo,
j=1 j=1 j=1
(95)
mikd on mahdotonta, silli vasemmanpuoleisen summan jokainen termi on
darellinen eikil riipu indeksistd [. Siispd 220°¢(z) — 0, kun |z| — oo. [

Lause 5.1.5. C§° C . on tihed osajoukko ja jos (¢;) C C§°, niin

b1~ 0 = ¢ —2— 0. (96)
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Todistus. Olkoon ¢ € C&° ja a, 8 € N Tillsin myds x°0%¢ € C°, joten
sup, |2*0%¢(x)| < co. Siispé ¢ € .7.

Olkoon ¢ € . ja ¢ € Cg° sellainen, ettd ¥(z) = 1, kun |z| < 1.
Tallainen on olemassa lauseen 3.1.5 nojalla. Olkoon R > 1 ja merkitadn
Yr(x) = Y(z/R), jolloin ¢Ygr(x) = 1, jos |x| < R. Merkitdéin M,r =
sup [0%(1 — ¢gr(x))|. Se on tasaisesti rajoitettu luvun R suhteen: M, r <
1+ sup [0%(¢(%))| = 1+ sup |[R71(0°¢)(%)| < 1+ sup|9°¢(z)| < oo.

Nyt Yro € Cg° ja multi-indekseilld o, 5 on

> S vn() (o)

(B = )!
(97)
<CBZM/3 VR Sup |x D o(x { — 0,
v<B |zl>

kun R — oo lauseen 5.1.4 viimeisen viitteen ja kertoimien Mg_., r luvusta R
riippumattoman rajan olemassaolon nojalla. Téssid Cz on kertoimien T ﬁﬁiw
maksimi.

Olkoon (¢;) C Cg° nollaan suppeneva jono testifunktioita ja o, 3 € N™.

Télloin on olemassa M > 0 jolla ¢;(x) = 0, mikéli || > M. Nyt

161llas = sup [2°0%du(2)| < M sup |0°¢1(2)| — 0, (98)
kun [ — 0 testifunktioiden suppenemisen méaéritelmén 3.1.6 nojalla. Toinen

suunta tulee yhté helposti. Riittdd huomata, etté ||¢;]|o,s — 0 kaikilla multi-
indekseilld (. O

Lemma 5.1.6. . C L', eli jos ¢ € ., niin

/|¢(x)\dm < 0. (99)

Lisiksi jos (¢) C . ja ¢y — 0, niin ||¢][; — 0.

Todistus. Olkoon ¢ € .. Se on sileind funktiona mitallinen. Lisiksi
[16@lde < [ (14 )" o) (1 + o) "ds
< sup (14 o)"10(a)] | e
100
=W 2 STl Sl [ e

S On Z |’¢H2a,0 < 00,

laj<n
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missd C), < oo on termien kertoimien maksimin ja integraalin tulo. Jos ¢, —
0, niin ||¢||a,s — 0 kaikilla o, 5 € N™, joten ||¢;||y — 0. O

Seuraavaksi méarittelemme Fourier-muunnoksen Schwartzin avaruuteen
ja osoitamme, ettd se on jatkuva lineaarikuvaus. Lisdksi ndytdmme pari las-
kukaavaa.

Maédritelmi 5.1.7. Fourier-muunnos % : . — ., ¢ +— $ maéadritelladn
kaavalla

66 = [ ofapei=San (101)

Lause 5.1.8. Mddritelmd 5.1.7 on kunnollinen ja .F on jatkuva lineaariku-
vaus.

Todistus. Olkoon ¢ € .. Osoitetaan, ettd g5 € .Z. Olkoot o, 8 € N". Lem-
man 5.1.6 ja dominoidun konvergenssin lauseen nojalla

°p(€) = / o(x)(—ix)Pe " dr < oo, (102)
silld -Po(+) € . C L. Siispa ¢ € C™. Schwartzin normille saadaan arvio

6y = sup €°0°9(€)] = sup | / O(w)€" (~iz) e d|
£ 3

= sgp ) /qﬁ(aj)xﬁ@g‘ (e‘ix’f)dx‘ = sgp ‘ /8§(¢(x)$5)6_”"5dx‘ (103)

g

silld lauseen 5.1.4 mukaan x — ¢(x)xPe~¢ on nopeasti vithenevi testifunk-
tio, jolloin osittaisintegroinnin sijoitustermit haviavat. Viimeisin epayhtilo
seuraa siitd, ettd 0%(¢(-) -#) € . C L' lauseen 5.1.4 ja lemman 5.1.6 nojalla.
Z on siis hyvin mééritelty, joten lineaarisuus seuraa integraalin lineaarisuu-
desta.

Enéa pitad todistaa jatkuvuus. Olkoon (¢;) C . jono nollaan suppenevia

9% (¢(x)2") ‘d:z: < 00,
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nopeasti vihenevia testifunktioita. Nyt voimme jatkaa kaavan (103) yht&loita

—iz-€
hillag=...= 1+ |z[?)" 02 Nn_° " 4
[é1]]a0 SL;P‘/( +]a]*) 07 (an(w)x )(1+| BE x’
(1+ [22)"0% (dn(c \/ 1+|x| i
n.
<C Py (104)
<O 3 St i e 7o)
B>6<a
<Cy Y PP G(x) = Co D llillzyrss — 0.
[v[<n [v[<n
B>6<a B>6<a

]

Fourier-muunnos on siitd hyodyllinen, ettd se muuttaa derivoinnin muut-
tujalla kertomiseksi. Oikeastaan osittaisderivointi muuttuu monomilla (iz)®
kertomikseksi. Tamén takia yleensd Fourier-muunnoksen yhteydessi kiyte-
taan differentiaalioperaattoria D = %8.

Lause 5.1.9. Olkoot ¢ € . ja o € N™. Tilloin

Doo(6) = £°9(0), (105)
()20(6) = (=DD*$(€). (106)

Todistus. Taméa on suora lasku, silld kaikki integraalit suppenevat, koska
¢ € . Ensimmiinen kaava,

Dad(e) = / Deg(z)e " Edy = (~1) / o) Dee " ¢da
_ / d(x)eEeodr = £24(¢),

seuraa osittaisintegroimalla ja toinen,

(7€) = [ oty =sar = [ =t (ofa)e=<) e
— (-1)°D" [ gla)e 4o = (~1)D(c),

seuraa dominoidun konvergenssin lauseesta. O]
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Kun differentiaaliyhtilditd muutetaan algebrallisiksi yhtéloiksi, on hyva
padstd myos takaisin. Voisi olla niin, ettd saisimme differentiaaliyhtdlon rat-
kaisun Fourier-muunnoksen ratkaistua, mutta olisi ddrettémén monta funk-
tiota, joilla olisi sama muunnos. Niin ei kuitenkaan ole. Fourier-muunnos
on bijektio, ja sen kddnteismuunnoksella on helppo kaava. Téati ennen tar-
vitsemme kuitenkin pari tulosta, joiden todistaminen kainteisoperaattorin
todistuksessa vain hamartaisi koko ajatuksen.

Lemma 5.1.10. Okoon ¢,v € .. Tdilloin
/ H(E)(E)de = / o(x)i(x)dz. (107)

Todistus. Koska ¢, 1, QAﬁ, 1& € .7, niin molemmat integraalit suppenevat. Niim-
.

[é©uiee = [[ o =<asac

(108)
— [[ (e wdetr = [ owyitwyis
Fubinin lauseen nojalla. O]
Lemma 5.1.11. Olkoon € > 0 ja 9. : R" — C, g (x) = e=2<1% | Tillgin
0c € & ja seuraavat kaavat pitdvdt paikkansa:
lin% 0c(x) =1 kaikilla x € R™, (109)
6c(€) = (2m)"2e ek, (110)

Todistus. Todistetaan aluksi, ettd o, € .. Selvisti o, € C*°. Olkoot «, § €
1 1

N". Induktiolla nihdain, ettd 229 e 2 1#1* = Pa,g,e(a:)e’igm|2 jollakin poly-

nomilla P, g..

Olkoot v € N" mielivaltainen ja j € {1,2,...,n}. Téll6in |x;’j6_%€2m?| =
|| e 2% >0 on parillinen jatkuva funktio. Se on myds vihenevé suurilla
Tj> 0,

122

1 —1 12,2 1 12,2
Oj(x) e 277 =y e 2" Ij—e%}ﬁ e 2% <0 <==uz; > /e (111)

. s 1,22 e
joten sup ’SL’;JG 27| < 0o. Tdmén perusteella

L1212 12,2 _1.2.2
|z7e 2¢ 2] | = |2 e 27 fare 2 | < o0 (112)
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Polynomit ovat summia monomeista, joten kaikilla polynomeilla P : R" — C
_1€2|x|2 .. .
on sup |P(x)e 3 | < 00. Siispa o, € .¥.
Kaava (109) seuraa suoraan eksponenttifunktion jatkuvuudesta. Funktion
Fourier-muunnos saadaan seuraavasta yhtéloketjusta:

1,212 _; 1.2,2 1.2,2 .
/626 |z| eim.gdl’ _ /626 xi—iz1&1 | | e 2€ In*wngndx

= H/ exp ( - %e%? - ixjﬁj)dxj

jo1 7 e

n %) 2
T 2 2
:He_§5?/€2/ e /2 edu

j=1 o0

= (271')”/26_”6_%'5'2/62.

Muuttujanvaihto on sallittu, silli exp(—u?) on analyyttinen ja se lihestyy
nollaa, kun u etdéntyy origosta ja pysyy molempien reaaliakselin suuntaisten
integroimispolkujen vélissa. O

Lause 5.1.12. Fourier-muunnos # : . — . on bijektio ja sen kidnteis-
muunnos, F 1 ¢ ¢, on jatkuva. Lisiksi silld on kaava

o) = (2m)" / o). (114)

Todistus. Todistamme aluksi kaavan (114) tapauksessa x = 0. Siirron avul-
la padstddn muihin pisteisiin. Olettaen, ettd kaava pétee, jatkuvuus seuraa
samalla tavalla kuin lauseen 5.1.8 todistuksessa.

Lasketaan kaavan (114) oikea puoli, kun z = 0. Koska ¢, e~z € L', niin
dominoidun konvergenssin lauseen ja lemmojen 5.1.10 ja 5.1.11 nojalla

1

[ o= [ o6t
— lim/¢($)g<e%62.|2)<$>dx:h_r}(1) ¢(SC)(QW)”/ze*”e*%\xlz/Gde

e—0

62\£|2d5 _ lir% qg(g)e—%sQKleg

= 111%(27‘(‘)”/2/ gzﬁ(eu)e_"e_%'“‘Qe"du = (2#)”/2/1ir% qzﬁ(eu)e_%'“'Qdu
= n)20(0) [ ¢ 3= ny o) [T [ e o,
j=177%°

= (2m)"¢(0).
(115)
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Edellinen kaava todistettiin kaikille ¢ € ., joten

o) = oz — 0) = (2m)” / F(6(x — ) (€)de

(2m)~ / / oz —t)e Edtde = (2m)~ / / o(1)e @ drde
=0 [ [ oremOar e g = 2m)n [ a-en O
= (2m) " [ d(eecae

(116)
]

Lause 5.1.13. Olkoon ¢ € .. Tdlloin
b(—z) = 2r)"0(z) ja 6= (2m)F(9). (117)

Todistus. Ensimmaéiinen kaava saadaan parin muuttujanvaihdon ja kddnteis-
muunnoksen (114) avulla:

/¢ —m‘fdg //¢ —z(t+x gdtdg
= // ¢(_7)67w- =& dr e—m-&df

%\»

(118)
= [ 69O
— [ Fol-))@)e<dc = (2mo(-a)
Toinen kaava seuraa ensimmaisesté:
oa) = 9( = (-a)) =) " (o) 19
= (2m) "2 ((2m) " FE(9) = (2m) T (9)
O

5.2 Temperoidut distribuutiot

Nyt voimme méaritelld ne distribuutiot, joille Fourier-muunnos voidaan laa-
jentaa. Ajatuksena on kiyttdd kaavaa (u,¢) = (u, 923) Siispd maarittelemme
temperoidut distribuutiot Schwartzin avaruuden % jonojatkuvina funktio-
naaleina, ja todistamme, ettd ne voidaan samaistaa erdiden distribuutioiden
kanssa.
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Maaritelma 5.2.1. Kuvaus u : . — C on temperoitu distribuutio, mikali
se on C-lineaarinen ja jonojatkuva. Temperoitujen distribuutioiden joukolle
on merkinté .&’.

Lause 5.2.2. L? C .’ kaikilla 1 < p < o0.

Todistus. Olkoon 1 < p < o0 ja %—l—é = 1. Télloin myds 1 < g < oo.
Olkoot f € L? ja (¢;) C . jono nollaan suppenevia testifunktioita. Holderin
epiyhtilon nojalla*

(0] < / £ (@)éi(0)|de < 1f )11l (120)

joten riittdd osoittaa, ettd |¢]|, — 0. Téstd tiedosta seuraisi, ettd f on
jonojatkuva Schwartzin avaruuden funktionaali. Jos ¢ = oo, niin ||¢l|, =
|p1]lo.0 — 0. Olkoon siis 1 < g < oo, jolloin

It = / lu(x)|"dx < / Il u()|da = i Il — 0 (121)

lauseen 5.1.6 nojalla. [

Lause 5.2.3. Polynomiaalisesti rajoitetut siledt funktiot ovat temperoituja
distribuutioita. Eli jos f € C* ja on olemassa polynomi P : R" — C jolla

|f(@)| < |P()], (122)

niin f € .

Todistus. Olkoon f ja P kuten ylla. Olkoon liséksi (¢;) C . nollaan suppe-
neva. Talloin

(f, )] < / f@a@de< Y e / ey (x)|de — 0, (123)

|a|<deg P

koska ||(-)*®illgy = ||@illa+p — O kaikilla 5,v € N", jolloin lauseen 5.1.6
nojalla integraali ||(-)®¢;||; suppenee nollaan. Lineaarisuus on tdmén jilkeen
selvad. [

Seuraavaksi todistamme, ettd temperoidut distribuutiot voidaan samais-
taa erdiden distribuutioiden kanssa. Koska C§° C .7, niin Schwartzin ava-
ruuden funktionaalit ovat myos testifunktioiden funktionaaleja. Lauseen 5.1.5
perusteella kyseisten funktioavaruuksien topologiat ovat yhteensopivat, joten
voimme upottaa .’ C &’'. Tarkemmin

1

*Merkitsemme |||, := (f |¢)(x)|pdx)5.
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Lause 5.2.4. Olkoon u € .. Tdlldin on olemassa yksikdsitteinen U € 9,
jolla (U, ¢) = (u, @) kaikilla testifunktioilla ¢ € C§°. Lisdksi jos v € " ja
(u, ) = (v, @) kaikilla testifunktioilla ¢ € C§°, niin u = v.

Toisin sanoen . C P’ kanonisella tavalla.

Todistus. Olemassaolo: Madrittelemme (U, ¢) := (u, ¢) kaikilla ¢ € C§° C
. Se on selvisti lineaarinen ja hyvinmé&éaritelty. Lisdksi jos (¢;) C C§° sup-
penee kohti nollaa, niin lauseen 5.1.5 nojalla se suppenee myos kohti nollaa
avaruudessa .. Talloin siis (U, ¢;) = (u, ¢;) — 0.

U-yksikésitteisyys: Olkoot U ja U’ kaksi lauseen toteuttavaa distribuu-
tiota. Talloin (U — U’ ¢) = (U, ¢) — (U, ¢) = (u, ) — (u, ) = 0 kaikilla
testifunktioilla. Siispad U = U'.

u-yksikésitteisyys: Olkoot u,v € % ja (u,¢) = (v,¢) kaikilla ¢ € Cg°.
Osoitamme, ettd (u,1) = (v,v¢) kaikilla v € .. Olkoon ¢ € .. Tilléin
lauseen 5.1.5 nojalla on olemassa jono (¢;) C Cg°, joka suppenee kohti funk-
tiota ¢ avaruudessa .. Talloin

<u7¢> = l1i1£10<u7 le) = lliglo<v7 le) = <U, 1/})7 (124)
joten u = wv. L]

Huomautus 5.2.5. Jos halutaan tietdd onko distribuutio u € 2’ temperoitu,
niin riittdé tarkastaa ldhestyyko (u, ¢;) nollaa, kun [ — oo, kaikilla testi-
funktiojonoilla (¢;) C CF°, jotka ldhestyvit Schwartzin avaruudessa nollaa.

5.3 Fourier-muunnos

Koska temperoidut distribuutiot on osoitettu hyvin mééaritellyiksi, voimme
maédritelld niiden Fourier-muunnoksen. Tdmén jilkeen osoitamme, ettd ta-
vanomaiset kaavat ovat yhd voimassa.

Maaritelma 5.3.1. Fourier-muunnos, % : . — ', F . u — 0, médritel-
ld4n kaavalla

(4, ) = (u, ), (125)
missd ¢ € 7.

Huomautus 5.3.2. Jos ) € %, niin (¢, ¢) = (b, §), joten timi madritelms on
yhteensopiva avaruuden .¥ Fourier-muunnoksen maaritelméan 5.1.7 kanssa.

Lause 5.3.3. Mdaritelma 5.3.1 on kunnollinen.

Todistus. Olkoot u € . ja ¢ € .. Tilléin ¢ € .¥ lauseen 5.1.8 nojalla.
Koska v € " ja #» on jatkuva, niin kuvaus ¢ — (u,¢) on jonojatkuva
funktionaali .¥ — C, eli 4 € .. O
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Lause 5.3.4. Olkoot u € ." ja o € N". Tilloin

Doy = ¢vq, (126)
rou = (=1)IDq. (127)

Huomautus 5.3.5. Kirjaimella £ merkitddn usein Fourier-muunnoksen muut-
tujaa ja kirjaimella x muunnettavan distribuution muuttujaa. Tasséd ne ovat
distribuutioiden u ja 4 sileitd kerroinfunktioita.

Todistus. Tama palautuu vastaavaan lauseeseen 5.1.9 avaruudessa .. Ol-
koon ¢ € .. Télloin

(Dou, ¢) = (D*u, @) = (u, (=)' D) = (u, ()2d) = (%1, ),  (128)
ja

~

(@u, ¢) = (x%u, ) = (u, (-)°) = (u, Dg) = ((~1)IDa,¢).  (129)
Il

Kidnteismuunnos voidaan médritelld avaruuden . kidnteisoperaattorin
avulla. Se saadaan myos oleellisesti ottaen kahdella perdkkiiselld Fourier-
muunnoksella. Otetaan tissd kdyttoon merkintd (@, ¢) = (u, d(—-)). Kos-
ka integroituville funktioille pétee [ f(x)p(—z)dz = [ f(—y)¢(y)dy, niin
f@) = f(=x).

Lause 5.3.6. Olkoot u € .’ ja ¢ € .. Tailloin pitee
W= (2m) ", u= (2r) I ), (u6) = @, F (@) (130)

Todistus. Naméa seuraavat padosin avaruuden .¥ Fourier-muunnoksen vas-
taavista lauseista (5.1.12 ja 5.1.13). Olkoon ¢ € ., jolloin

(i1, 6) = (u, 3) = (u, (27) ") = ((27) "4 &), (131)
(1, 6) = (u, (27)"2.F(8)) = ((27) " F(u), 0) ja (132)
(U, 6) = (u, FF () = (@, F~(9)). (133)

L]
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5.4 Esimerkkeja

Seuraavaksi laskemme eri distribuutioiden Fourier-muunnoksia.

Esimerkki 5.4.1 (Deltafunktio). Koska distribuution ¢y kantaja on kompakti,
niin §y € .¥’. Sen Fourier-muunnos on siis madritelty. Olkoon ¢ € .. Nyt

(30, &) = (J0, 0 /¢ ,B), (134)

joten (FAO = 1.

Esimerkki 5.4.2 (Vakiodistribuutio). Olkoon a € C. Distribuutio a € .,
silla se on polynomialisesti rajoitettu. Koska Fourier-muunnos on lineaarinen,
riittad laskea vakiodistribuution 1 € ./ muunnos. Lauseen 5.3.6 perusteella

~

o= al = ady = (27)"ady = (27)"ado. (135)
Esimerkki 5.4.3 (Heavisiden funktio). Olkoon H : R — C,

0 ,kunx <0
H(x)_{l ykunz >0 7 (136)

Tamaékin on polynomialisesti rajoitettu, joten H € ..

Koska DH = —idy, ottamalla Fourier-muunnos tdmén molemmilta puo-
lilta saamme {H = —idy = —i. Funktio £ — £~! on lokaalisti integroituva
joukossa R\ {0}, joten .

~ —i

Hpry\ (0 (§) = R (137)
Tamén erds regularisaatio on —ip.v. 1/£. Voimme kirjoittaa H= —ipw.1/E+
H, jolloin ratkaistavaksi jad £¢H = 0. Luvussa 6.1 niemme, mitki ovat sen-
muotoisen yhtdlon ratkaisut. Se el méérda distribuutiota téysin, vaan kertoo,

ettd H on muotoa

H(E) = —z’p.v% + cbp. (138)

Vakion ¢ médrddmiseksi integroimme yhtdlén molemmat puolet gaussista
testifunktiota o(z) = exp(—32?) vastaan. Lemman 5.1.11 mukaan 9(£) =

V2 exp(—%fQ). Nyt
(B0 = (H.0)=Vor [ i€dg =, (130)
0
ja toisaalta

(H, ) = <—ip.v.g + ¢dg, 0) = —ilim

(140)

=0 J >
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silld kaavassa oleva integroitava funktio on pariton ja integroimisalue origon
suhteen symmetrinen. Siispd ¢ = 7 ja

H(¢) = —ip.v% + my. (141)
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6 Yhtaloiden ratkaisemista

Edellisen luvun lauseiden perusteella tieddmme, ettd mikili vakiokertoimi-
seen osittaisdifferentiaaliyht&d166n Zla\ <k CaD%u = v tehddén Fourier-muun-
nos, niin saamme muotoa P(§)4 = 0 olevan algebrallisen yhtalon. Téssid P
on polynomi P(§) = >, <; cal” ja sitd nimitetdéin alkuperdisen differen-
tiaalioperaattorin symboliksi. Siispd jos haluamme 16ytad vakiokertoimiselle
lineaariselle homogeeniselle osittaisdifferentiaaliyhtalolle temperoidun distri-
buutioratkaisun, niin on osattava ratkaista algebrallinen yhtdlé P(&)u = 0.

Téssd luvussa ratkaisemme aluksi yksiulotteisessa avaruudessa muotoa
P(z)u = 0 olevat yhtélot. Sitten siirrymme korkeampiin ulottuvuuksiin ja
laajennamme erdét homogeeniset distribuutiot joukosta R™ \ {0} koko ava-
ruuteen. TAma vastaa yhtélon f(x)u = v ratkaisemista, kun f on homogeeni-
nen ja siled ja v on homogeeninen distribuutio. Lopuksi sovellamme tuloksia
erdiden differentiaaliyhtialoiden ratkaisujen olemassaolon ja yksikésitteisyy-
den todistamiseksi.

6.1 Yhtilon P(z)u = 0 ratkaisu suoralla

Haluamme ratkaista yhtdlon P(z)u = 0 reaaliakselilla. Mikdli P ei saavuta
nollaa reaalisilla muuttujan arvoilla, on 1/P siled. Voimme siis péatella, etta
0=1/P-0=1/P-(P-u) = u. Tilanne on epétriviaali, jos P(zy) = 0 jollakin
xo € R. Ratkaisemme yhtalon parin lemman jélkeen.

Lemma 6.1.1. Olkoon k € N, a € R, ¢ € C®(R) ja ¢(a) = ... = ¢ (a) =
0. Téllgin kuvaus x — ¢(z)/(xz — a)**t on jatkuva.

Todistus. Funktio on selvisti jatkuva, kun = # a. Koska ¢ on ainakin k + 1
kertaa jatkuvasti derivoituva, niin voimme kiyttad Taylor-kehitelméaé. Lisiksi
funktiosta ¢ tehdyt oletukset yksinkertaistavat sitd. Kdyttaméalld Lagrangen
jaannostermia saamme

ox) _ dla)+.. + 25 (@ —a)t + Ry(a)
(SIZ' _ a)k+1 - (Z’ _ a)kJrl (142)
N (x —kELx)Z:H - Ck¢(k+1)(5€/>7

jollakin C}, € C ja 2’ joka on x ja a vilissi. Kun + — a, niin 2/ — a.
Funktion ¢(**1) jatkuvuuden nojalla ¢(z)/(z — a)**' — Cr¢**V(a). O

Lemma 6.1.2. Olkoon k € N, a € R, ¢ € C®(R) ja ¢(a) = ... = ¢ (a) =
0. Téllgin kuvaus x — ¢(x)/(z — a)*** on siled.
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Todistus. Todistetaan viite induktiolla funktion ¢(x)/(x—a)**! sileyden suh-
teen. Sopiva induktioviite on "¢(x)/(x — a)*t € C" ja 0"¢(x)/(x — a)* 1 =
On(x)/(x — )™+ missi ¢, on siledl ja dn(a) = ... = ¢ (a) = 0"

n = 0 : Kuvaus on jatkuva lemman 6.1.1 perusteella. Oletuksista seuraa
induktioviitteen jalkimméinen osa.

n+1 : Oletetaan induktioviite todeksi indeksilld n. Olkoon x # a, jolloin

n+1 Qb x gbn X
0 (x —(a))k—H - a(x _ a()nz-k-i-l
_ (@) (@ — )" — (n 4k + 1)ga(2) (2 — a)™
(x — a)2(n+k+1)
_ @)@ —a)— (n+k+1)da(z) _ b1 ()
(x — a)(ntD+h+ " (x — a)FDFREL
(143)

Tarkistetaan induktioviitteen jalkimmaéinen osa. Selvisti ¢, 1 on siled. Jos
m € N, niin 0™ ¢p11(z) = ngH)(x)(x—a)qL(m—n—k— 1) ) (x). Induktio-
oletuksen nojalla timé lauseke on nolla pisteessi a, mikili m < n+1+k. Nyt

lemman 6.1.1 perusteella ¢, 1(-)/(- — a)™+D+*+1 on jatkuva. Siispi kaavan
(143) nojalla ¢(-)/(- — a)*™1 € C™FL. O

Seuraus 6.1.3. Olkoon k € N ja ¢ € C*(R"). Jos 0%¢(0) = 0 kaikilla multi-
indekseilli o« € {0, ...,2k — 1}, niin kuwvaus ¥(z) = ¢(z) /(23 + - + 22F)
on siled.

Todistus. 1 on siled origon ulkopuolella, koska sen nimittdja ei hévia siell.
Lemman 6.1.2 nojalla sen kaikki osittaisderivaatat ovat olemassa ja jatkuvia
origossa. Siispé se on siled myos origossa. O

Lause 6.1.4. Olkoon P : R — C polynomi ja P(x) = Py(x) H?Zl(ﬂf —z;)M,
Py(x) # 0 kaikilla © € R, sen tekijihajotelma reaaliakselilla. Olkoon u €

7' (R). Télldin
k kj*l
Pz)u=0=u= Z Z ajlﬁg(clj) joillakin aj; € C. (144)
j=1 1=0
Todistus. Olkoon ¢ € Cg°. Tarkastellaan kahta tapausta.
1) ¢W(z;) = 0 kaikilla j = 1,...,k jal = 0,...,k; — 1. Tillsin lem-
man 6.1.2 nojalla funktio ¢(-)/ H?Zl(- — z;)% on siled. Sen kantaja on myos
kompakti. Myds 1/P, on siled. Néinollen voimme péitella, etta

o(x)
u, @) = ( P(xv)u, - -) =0, 145
< > < ( ) PO<5E) Hj_—l(x Ij)kj > ( )
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silld P(z)u = 0.

2) Olkoon g;; € C§°, gji(x) = (m_l#)lx(a: — x;), missd x € C§° on vakio
1 origon jossakin ympaéristossid ja sen kantaja sisdltyy véliin, jonka pituus
on pienempi kuin mikddn etdisyys |z, — x,|. Téllainen cutoff-funktio on
olemassa lauseen 3.1.5 nojalla. Télléin x,, ¢ supp(g;;), mikéli m # j. Lisdksi
g§7l)(xj) =0, jos m # [ ja se on = 1, jos m = [. Niilla funktioilla on
se ominaisuus, ettd testifunktiosta ¢ vithentdmilld g;;¢(!) (x;) sen derivaatta
numero [ havida pisteessd x; mutta pysyy samana muissa pisteissd x,,. Muut
derivaatat eivat muutu pisteissd x;, x,.

Voimme nyt jatkaa tapausta 2). Funktioiden g; ominaisuuksista seuraa,
ettd ¢ — Z?Zl Z;{io gnoW(x;) € C° ja se toteuttaa tapauksen 1) ehdon.
Siispé

k kj_l k k’j—l
(1,0) = (0= 3" ga00(a) + 3 9100 (y))
j=1 1=0 j=1 1=0
k kji—1 k kj—1
= (w2 Y V() = 3 Y lwgel@)  (146)
j=1 1=0 j=1 1=0
k k’j—l
= Z a;ip D(%)v
j=1 1=0
missd a;; € C ovat vakioita. O

Yllaolevan lauseen muotoilua tai todistusta on vaikea laajentaa useam-
piulotteiseen avaruuteen. Lauseessa esiintyvi deltafunktio voidaan kuitenkin
yleistdd kidyttden monistojen teoriaa. Taméa tehdddn esimerkiksi ldhteesséd
|Gel’fand & Shilov 1964, III. 1|. Jos polynomilla on vain eristettyji nollakoh-
tia, niin asia on huomattavasti helpompi.

Lause 6.1.5. Olkoot k € N, v € Z'(R") ja P : R* — C polynomi P(x) =
22k 4 22k Tillgin

Plz)u=0=u= Z ca0%0p, (147)

lo|<2k—1
joillakin ¢, € C.

Todistus. Téassa kiytetddn samaa ajatusta kuin yksiulotteisessa tapauksessa.
Olkoot ¢, x € C3°(R™) testifunktioita ja x(x) = 1 origon ympéristossi. Lause
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3.1.5 antaa cutoff funktion y olemassaolon. Nyt

[0}

(w6 = (wo@) = > Zx@d o)+ 3 <u £))8"$(0)

lo|<2k—1 || <2k—1

(Pl PO ZETUO | s 5

2k 2k
A S
1 n la|<2k—1

= 3 (w Tx@)a9(0),

o] <2k—1

(148)

silld seurauksen 6.1.3 nojalla (¢(z) — D lal<ok—1 22X (2)9%¢(0)) /P(x) on tes-
tifunktio. Siispd u = Z\a|<2k—1 Ca0%0p, missd ¢, = (u,x%/aly) ovat vakioi-
ta. - ]

6.2 Homogeenisten distribuutioiden regularisointi

Edellisessé luvussa ratkaistiin yhtalo P(x)u = 0 algebrallisesti yksiulottei-
sessa tapauksessa. Se ei yleisty yhtéloiden P(z)u = v ratkaisemiseen. Toi-
nen ldhestymistapa on maaritelld (u,¢) = (P(x)u,¢/P(x)) = (v,¢/P(x)),
kun testifunktion ¢ kantaja ei osu joukkoon, jossa P(x) = 0. Tamén jilkeen
pyrittaisiin laajentamaan v koko avaruuteen siilyttden joitakin sen ominai-
suuksia.

Keskitymme laajentamaan homogeenisia distribuutioita joukosta R™\ {0}
koko avaruuteen. Se vastaa yhtdlon f(x)u = v ratkaisemista, missd v on
homogeeninen distribuutio ja f on homogeeninen siled funktio, jonka ainoa
nollakohta on origossa.

Mééritelma 6.2.1. Olkoon A C X avoin ja u € Z'(A), U € 2'(X). Jos
Uja = u, niin sanomme, ettd U laajentaa distribuution u joukkoon X.
Huomautus. On my6s kiytossd sanonta U regularisosr distribuution w.

Seuraavaksi maarittelemme, mitd tarkoitetaan homogeenisella distribuu-
tiolla. Funktiota f sanotaan homogeeniseksi, jos f(tx) = t* f(x) kaikilla ¢ > 0.
Lukua a sanotaan asteeksi. Tulkitaan f distribuutioksi ja tehddan integraa-
lissa muuttujanvaihto

/ f(2)é(z)de = / £ (t) (o) dr = / F@)E o/t dy. (149)

Voimme korvata luvun ¢ kdfnteisluvullaan, jolloin saamme (f, ¢) = t*(f, ¢;),
missé ¢y (x) = t"¢(tx). Seuraava méidritelmé laajentaa siis funktioiden homo-
geenisuutta.
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Maiaritelmé 6.2.2. Olkoon a € C. Distribuution v € 2'(X) sanotaan ole-
van homogeeninen astetta a, mikili (u, @) = t*(u, ¢;) kaikilla ¢ € C5°(X) ja
t > 0. Téssd merkitddn ¢;(x) = t"¢(tx), missd n on avaruuden ulottuvuus.

Huomautus 6.2.3. Edellisessd méiritelméssa ja koko tédssd kappaleessa teh-
dddn kompleksisten eksponenttien suhteen seuraava valinta: Kun z > 0 ja
a = a+0i, o, f € R, niin asetamme z¢ = 2%e%"1°2(*)_ mjissi logaritmin arvoksi
on valittu se reaalinen.

Tavoitteenamme on regularisoida astetta a olevat joukossa R™\ {0} m&a-
ritellyt homogeeniset distribuutiot. Haluamme, ettd laajennettu distribuu-
tio on myds homogeeninen ja astetta a. Kéasittelemme aluksi erityisen funk-
tion x4 ja hyodynndmme sen ominaisuuksia yleisessa tapauksessa. Seuraavat
lauseet ovat perdisin lihteestd [Hormander I).

Maéaritelmé 6.2.4. Olkoon a € C. Funktio 2% : R — C mééritelladn kaa-

valla
“ x* kun x >0
zf(x) = { 0 kunz<0 (150)

Funktio 2§ on homogeeninen astetta a. Se on lokaalisti integroituva, jos
Ra > —1. Muulloin se on lokaalisti integroituva joukossa R \ {0}. Tavoit-
teenamme on regularisoida se mahdollisimman monella eri a € C. Olkoon
¢ € CP(R). Jos Ra > —1, niin osittaisintegroimalla saamme

/0 dx—/ o(x adx—/¢ e /¢ )z Hdz
0

= (_1)a/0 2" (z)dr = ... (151)
= (—1)*a(a+1)---(a+k—1) /OO 2" () da.

Tamén kaavan avulla voimme kasvattaa kompleksiluvun a reaaliosaa positii-
visilla kokonaisluvuilla. Voimme siis mééritelld distribuution z¢, joka regu-
larisoi funktion x¢%, kunhan osittaisintegroinnin reunatermi on maaritelty.

Mairitelmi 6.2.5. Olkoon a € C ja a # —1,—2,—3, jne. Téll6in distri-
buutio ¢ maééritellddn kaavalla

(20 6) = { I a2 (x)da, jos Ra > —1
+ (—Dfa---(a+k—1) [;° x‘”kqﬁ )(x)dr, muuten ’
(152)
missd ¢ € C3°(R) ja k € N on se yksikiisitteinen luku, jolla —1 < Ra+k < 0.
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Lause 6.2.6. Olkoon a € C ja a # —1,-2,-3, jne. Tdlloin x$ on distri-
buutio. Lisiksi jos ¢ € CP(R\ {0}), niin

(x4, 0) = /000 z¢(z)dx. (153)

Todistus. Jos RB > —1, niin funktio xﬁ on lokaalisti integroituva. Jos (¢;) C
C°(R) on jono testifunktioita ja ¢, — 0, niin ¢l(k) — 0 kaikilla luon-
nollisilla luvuilla k. Siispd maéritelmén (152) luvun k valinnan perusteella
molemmat vaihtoehdot méarittelevit distribuution.

Olkoon ¢ € Cg°(R\{0}). Téllgin 2% ¢(z) on siledl kaikilla I € N, joten yh-
taloketjun (151) vélivaiheet ovat korrekteja. Siispd (2%, ¢) = (=1)*a--- (a +
k—1) [° 2R (2)dx = I a¢(x)dx. O

Nyt voimme alkaa regularisoimaan muitakin homogeenisia distribuutioi-
ta. Olkoon u € Z'(R"™\ {0}). Haluaisimme mééritelld, mitd on (u, ¢), kun
0 € supp(¢). Erds tapa tehdd se on maidritelld jatkuva lineaarinen kuvaus
F:C(R") — C°(R™\ {0}), jolla on ominaisuus (u, ¢) = (u, F'(¢)) kaikilla
¢ € C°(R™\ {0}). Juuri niin teemme. Kuvauksen F' rakennamme hy6dyn-
tden seuraavaa lemmaa.

Lemma 6.2.7. Olkoon u € 2'(R™\ {0}) homogeeninen ja astetta a. Tdlloin
(u,¢) = 0 kaikilla ¢ € C(R™\ {0}), joilla [~ r*t"to(ra)dr = 0 identti-
sesti.

Todistus. Kaikilla ¢ > 0 ja ¢ € Cg°(R™ \ {0}) on (u,v) = t*(u,t")(t-)).
Yhtaloketjussa (59) todistettiin, ettd jos testifunktioperhe riippuu derivoitu-

vasti jostakin kompaktissa joukossa olevasta parametrista ¢, niin J;(u, 1) =
(u, Oly). Derivoimalla tdmén todistuksen alun yhtélo saamme

0=at* "(u,t"Y(tx)) + t*(u,nt" "p(tx) + t"z - Vob(ta)) |t 1
= (u, (a +n)y(z) + = - Vi(x)).

Todistamme, ettd mikili [~ r**" '¢(rz)dr = 0 kaikilla 2 € R", niin 16ytyy
P € CP(R™\ {0}), jolla ¢(z) = (a+n)Y(x)+z-Vip(zr). Talloin kaavan (154)
nojalla (u, ) = 0. Haluamme siis tutkia yhtaloa

(a+n)(z)+x- - Vip(z) = o(z). (155)

Teemme muuttujanvaihdon z = rw, missd r = |z| ja w = z/|z|. Talloin

Orp(rw) = 3200, h(2)0rx; = 3 00,0 (0)w; = w - Vaib(x) = x/|z| - V().
Siispd 70,¢(rw) = x - Vip(z). Téméin havainnon ja luvulla 747~ kertomisen
jalkeen (155) muuttuu yhtaloksi

O (r*t™y(rw)) = r*" o (rw). (156)

(154)
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Koska 0 ¢ supp(¢), niin yhtdlon (156) ratkaisu on

P(rw) = ! /0 R o(Rw)dR. (157)

ra—&-n

Taméa on siled. Pienilld luvun r arvoilla se havida, silld 0 ei kuulu testi-
funktion ¢ kantajaan. Suurilla muuttujan r arvoilla se hdvida, mikéli pitee
IS retn =t (ra)dr = 0 kaikilla x. Niin on, joten ¢ € C5°(R™\ {0}). Yhtélén
(154) nojalla (u,¢) = 0. O

Nyt voimme todistaa tdméan luvun paatuloksen.

Lause 6.2.8. Olkoon v € 2'(R™ \ {0}) homogeeninen ja astetta a, missd
a # —n,—n —1,—n — 2, jne. Talléin on olemassa yksikdsitteinen astetta a
oleva homogeeninen laajennus i € 2'(R"), jolla tgn\ 10y = u.

Todistus. Todistamme aluksi olemassaolon. Méaritellddn seuraavaksi sopiva
kuvaus F': C°(R™) — C§°(R™ \ {0}). Edellinen lemma motivoi kaavan

Fé(x) = y(l2)(r™ ", ¢(r)). (158)

Téssé ¥ € C°(R\ {0}) on yksiulotteinen testifunktio, jolla on ominaisuus®

I3 w(r|z)r~tdr = 1 kaikilla € R™ \ {0}. Kaavaan (158) laitettiin ¢, jot-
ta kantaja saataisiin kompaktiksi ja pois origosta. Samalla paattelylld kuin
vhtéloketjussa (59) ndemme, ettd 0%(ri™" 1 ¢(rx)) = (r$t" 1 rlg2g(ra))
multi-indekseilld a. Siispad F'¢ on silea. Llséiksi F' on jonojatkuva, koska jos
¢; — ¢, niin ¢;(-x) — ¢(-x) kaikilla x ja kertojan 1(|x|) takia supremum
voidaan ottaa kompaktin joukon yli. Lineaarisuus on selvia. Funktion v eri-
koisominaisuuden valinta selvidd, kun haluamme kayttaa edellistd lemmaa.

Madrittelemme nyt distribuution u regularisaation . Jos ¢ € C§°(R™),
niin merkitsemme

(a,9) = (u, Fo). (159)
Koska u on punkteeratussa avaruudessa maééritelty distribuutio ja kuvaus
F : CPR") — CP(R™\ {0}) on jatkuva ja lineaarinen, niin 4 on koko
avaruudessa madritelty distribuutio. Se myos regularisoi distribuution u. Ni-

5Esimerkiksi valitaan mielivaltainen p051t11v1sella reaahaksehlla nollasta poikkeava
0 € C’O (R \ {0}) ja maarltellaan p(r) (r)/ [;° o(t)dt. Nyt [;°(r|z|)r~tdr =
fo (rlz])~tdR = fo R)R"'dR =1
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mittdin olkoot ¢ € Cg°(R™\ {0}) ja x € R™\ {0}, jolloin lauseen 6.2.6 nojalla
/ r* L Fo(ro)dr :/ r N (rlz] ) (R, ¢(Rra) )dr
0 0
= / r“*”lw(r\xl)/ R '¢(Rra)dRdr
. oo gpatnct (160)
_ / P ] / ()R
0 0

_ / " e (),

0

koska [~ 4 (r|z|)r~'dr = 1 kaikilla 2 € R™\ {0}. Koska ¢(0) = 0, niin yhtalo
on my0s voimassa, kun x = (. Vaihtamalla integroimismuuttujaa saamme

o ret Y (Fo(rx) — ¢(ra))dr = 0 kaikilla 2. Erotus F¢ — ¢ on testifunk-
tio eikd origo kuulu sen kantajaan, joten voimme kayttdd lemmaa 6.2.7 ja

saamme
(@ —u, ) = (u, F — ¢y = 0. (161)

Siispéd u laajentaa distribuution wu.

Yksikésitteisyys seuraavaksi. Olkoot u ja « kaksi homogeenista astetta a
olevaa distribuutiota, jotka laajentavat distribuution u koko avaruuteen. Nyt
jos ¢ on testifunktio ja 0 ¢ supp(¢), niin (@ — @, @) = (u,d) — (u, ¢) = 0.
Siispd supp(a — u) C {0}.

Olkoot 0 <t < 1 ja ¢, x € C°(R") sellaiset, ettd x(z) = 1, jos || < 1 ja
¢ on mielivaltainen. Koska y = 1 origon ympérilla, niin testifunktio ¢, — x¢o;
on nolla origon ympéristossd. Nyt (@ — @, ¢;) = (4 — @, x¢;), koska erotuksen
kantaja on origossa. Mikéili Ra + n > 0, saamme arvion

(—a,¢) =t*(a— U, ¢y) =t (@—u,t "xd) — 0, (162)

kun ¢t — 0, silld t " x¢; — x¢(0) testifunktioiden avaruudessa, minka takia
(U —u,t™™x¢y) pysyy adrellisend. Téssd tapauksessa siis @ = u.

Olkoot Ra +n < 0 ja o multi-indeksi, jolla Ra + |a| +n > 0. Jos t > 0
ja ¢ on testifunktio, niin

(z%(t — 1), ¢) = (. — u,2¢(z)) = t“+|a|<1] —u,t"z¢(tz))
= "ol (2%(@ — 1), ¢1).

Siispd z“(u — @) on homogeeninen ja astetta Ra + |a|. Sen kantaja ei kasva,
joten on oltava x%(@ — u) = 0 edellisen kappaleen nojalla. Téasta seuraa, et-
t8 P(xz)(@ — u) = 0, missii P(z) = 22 4+ -+ + 22%. Lauseen 6.1.5 nojalla
@ — 1 on lineaarikombinaatio deltafunktion derivaatoista. Koska (0%, ¢;) =

(163)
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0198 p(0) = t7F1P1(956y, ¢), niin deltafunktion derivaatat ovat homogee-
nisia, mutta kokonaislukuastetta enintdin —n. Koska u — # on homogeeni-
nen, niin senkin asteen on oltava kokonaisluku ja enintddn —n, ellei lineaari-
kombinaation termien kertoimet ole nollia. Oletuksen nojalla sen aste ei ole
—n,—n —1,..., joten 4 = u.

m

Huomautus 6.2.9. Ehto a # —n, —n — 1, jne. ei ole valttdméaton. Esimerkiksi
yksiulotteisessa tapauksessa p.v.1/x regularisoi funktion 1/z ja molemmat
ovat homogeenisia astetta —1. Lahteessa [Hormander I, Lause 3.2.4| on kiyty
ldpi eri tapaukset, kun a < —n on kokonaisluku.

Huomautus 6.2.10. Itse asiassa todistuksessa esiintyvd F' voidaan laajentaa
jonojatkuvaksi kuvaukseksi F': Z(R™) — C§°(R™\ {0}). Tadmé seuraa siité,
etti kaavassa (r*t"~1 ¢(rx)) esiintyviit integraalit [ r*0°¢(rz)dr suppe-
nevat kaikilla ¢ € .Z(R") silloin, kun ne suppenevat kaikilla testifunktioilla
¢ € CP(R™).

6.3 Soveltaminen differentiaaliyhtil6ihin

Kéaytdmme seuraavaksi edellisten lukujen tuloksia 16ytdiksemme ratkaisuja
lineaarisille vakiokertoimisille differentiaaliyhtéloille. Pddajatuksena on kiyt-
tdd Fourier-muunnosta annettuun yhtaloon jonka jilkeen ratkaistaan saatu
algebrallinen yhtalo.

Etsitddn yhden ulottuvuuden vakiokertoimisen lineaarisen differentiaa-
liyht&lon

d
> caDu=0 (164)
a=0

temperoidut distribuutioratkaisut. Ottamalla Fourier-muunnos yhtédlén mo-

lemmilta puolilta saamme kaavan (126) nojalla

d

P(&)i = c"it=0. (165)

a=0
Koska P on polynomi, niin lauseen 6.1.4 perusteelle & on muotoa

k k‘j—l

ae) =>_ > Cjz5g.), (166)

j=1 1=0
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missd & on polynomin P eri reaalisten juurten &; lukuméérd ja k; niiden
kertaluvut. Koska 0 = ¢D, niin kaavan (126) ja lauseen 5.3.6 nojalla saamme

k]'—l k k _1
u(x) = (2m)™" Z Z C]l(@x) (557 (2m)~ Z Z le(il’)l€_i'r€j,
j=1 1=0 ‘=1 o
(167)
silld (O, , ¢) = 55]7 = [eip(z)dr = (e7™*%, ¢). Ottamalla uudet mer-

kinnét vakioille saamme lauseen

Lause 6.3.1. Olkoon v € '(R) ja P(D)u = ZZ:O ceDu = 0. Olkoon
k polynomin P eri reaalisten juurten §; lukumddrd ja k; niiden kertaluvut.
T'dlloin on olemassa vakiot Aj; € C, joilla

k kj,1

=> > Ajale™s. (168)

j=1 1=0

Tarkastellaan taas useampiulotteista avaruutta. Ratkaisemme seuraavak-
si muotoa P(D)u = v olevat yhtélot, missdé P on homogeeninen elliptinen
polynomi® ja v on homogeeninen. Niiden asteilta kuitenkin vaaditaan pari
ehtoa. Todistamme aluksi, ettéd jos v € .#/(R"™) on homogeeninen, niin ¢ on
myos.

Lause 6.3.2. Olkoon u € ./ (R"™) homogeeninen astetta a € C. Tdlldin @ on
homogeeninen astetta —a — n.

Todistus. Olkoon ¢ € .(R™) ja t > 0. Télloin

66) = [ e Sotwyn =t [ e otymay =) (169

Nyt voimme laskea
(i, 8) = (1, 8) = 190, "G(EE)) = 77w, ) = (G, ¢, (170)
joten (@, @) = £ (4, dy). O

Lause 6.3.3. Olkoot P : R™ — C homogeeninen elliptinen polynomi astetta
a € N jav € ' (R™) homogeeninen astetta b € C. Jos a +b ¢ N, niin
yhtaldlla

P(D)u=v (171)

on yksikdsitteinen homogeeninen ratkaisu joukossa ' (R™).

6P on homogeeninen ja elliptinen jos P(tx) = t*P(x) jollakin a € C ja P(z) = 0 <
z=0.
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Todistus. Oletetaan aluksi, ettd homogeeninen ratkaisu u € .#/(R") on ole-
massa. Ottamalla Fourier-muunnoksen saamme P(£)u = 0. Jos ¢ on testi-
funktio ja 0 ¢ supp(@), niin (&, 6) = (P()it, 6(€)/P(£)) = (b, 6(&)/P(E)),
sillid ¢/ P on siled. Kaikkien ratkaisujen Fourier-muunnokset siis laajentavat
distribuutiota U € Z'(R™ \ {0}), (U, ¢) = (v,¢/P). Onko U homogeeninen?
Olkoon t > 0, jolloin

(o= (5.0, Py el )

a nyg—b—n/ Qb a ned ¢ @ "
= et (o (p),) = 0 5 ) = 0

(172)

silld 4 on homogeeninen astetta —b — n. Siispd U on homogeeninen astetta
—a—b—n. Koska a+b ¢ N, niin —a—b—n ¢ {—n,—n—1,...}. Lauseen 6.2.8
nojalla on olemassa yksikésitteinen homogeeninen @ € 2'(R"), joka laajentaa
distribuution U koko avaruuteen. Koska kaikkien ratkaisujen Fourier-muun-
nosten on oltava homogeenisia ja niiden rajoittuma joukkoon R™\ {0} on U,
niin laajennuksen yksikéisitteisyydestd seuraa ratkaisun u yksikasitteisyys.
Nyt olemassaolo seuraa aika helposti. Lauseen 6.2.8 konstruktiolla ndem-

me, ettd

. Fo

b, —

(@,6) = (U, Fo) = (5, ).

Huomautuksen 6.2.10 nojalla F' on méaéritelty ja jonojatkuva myos nopeasti
viheneville testifunktioille. Siispa @ € ./(R").

Méérittelemilld v = % ~!(u) saamme alkuperiiselle yhtilolle temperoi-
dun homogeenisen ratkaisun. Nimittdin koska P on elliptinen ja u laajentaa
distribuutiota U = 0/ Prn\ {0}, niin P laajentaa distribuutiota Ojgn\ foy. Tri-
viaalisti my6s ¢ laajentaa distribuutiota jgn\ (0. Koska a € Njaa+b ¢ N,
niin b ei ole luonnollinen luku. Siispa distribuution © aste —b —n ei ole enin-
tadn —n oleva kokonaisluku. Niimpé homogeenisen laajennuksen (lause 6.2.8)
vksikédsitteisyyden perusteella Pu = v. Siispé

(173)

Gjrn\(0} = Oe\(0}/ P == Pligny\(0) = On\(o) = P =10

= P(D)u =v. (174)

]
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